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~ồằi Hòng H4Ở Hầu 

Các bạn tré yêu toán thân mến. 

Vườn hoa toán học rất đa dạng và phong phú, có nhiều bông hoa 
rực rờ đầy hương sắc. Đó là những bài toán hay, đòi hỏi phát huy trí 
thông minh và óc sáng tạo khi giải. 

Muốn giải một bài toán, sau khi đọc kĩ đề bài, điều đầu tiên quan 
trọng là cách suy nghĩ tìm ra đường lôi giải, đó chính'là : 

'Tìm chìa khóa vàng giải bài toán hay" 

Cuôn sách này gồm 2 tập : 

- Tập 1 dành cho các bạn có trình độ lớp 6 và lớp 7. 

- Tập 2 dành cho các bạn có trình độ lớp 8 và lớp 9. 

Nội dung được trình bày theo từng xoắn (§). ơ mỗi xoắn đều gồm 
các mục : 

A. Nhừng kiến thức cần nắm vững. 

B. Các bài toán điển hình, 
c. Cách giải và lời bình. 

Đặc biệt phần lời binh nhằm khai thác đề bài đả ra và được 
trình bày với những bài toán tương tự khó hơn, hoặc những bài 
toán mở rộng và những bài toán hay liên quan dưới dạng khác. 

D. Đô bạn giải được, gồm những câu đô’ thông minh, sáng tạo, giúp 
các bạn yêu toán hào hứng thêm khi giải đáp. 

Mong rằng cuốn sách này giúp các bạn trẻ yêu toán gặt hái được 
nhiều thành công trong việc học giỏi môn Toán, "môn thể dục của trí 
tuệ". 

Hà Nội, mùa thu 2009 

LÊ HẢI CHÂU 
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§1. THỈ; THÍ TH0N6 MINH 

A. KIẾN thức cẩn nắm Vững _ 

Dây là những câu hỏi, câu đố ngắn gọn, hấp dẫn và thông minh đòi hỏi 
lập luận, phân tích có lý, hợp lôgic, vì nội dung tương dối thiết thực, 
phản ánh những sự kiện trong đời sống muôn màu muôn vẻ. 

Dể giải đáp cần đọc kĩ từng câu hôi, câu đố, suy ngẫm xem nội dung cho 
cái gì, tìm cái gì và cách giải có khi độc đáo, thông minh. Hãy tìm ra chìa 
khóa vàng nhằm giúp cho việc giải toán đươc ngắn gon, nhanh chóng. 

B. CÁC Ỉ3ÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH 

1. Chuyện xưa kế rằng : "Một người cha bán rượu vang nhân ngày sinh 
nhật dã chia cho 3 con trai 21 thùng rượu trong dó có 7 thùng đầy rượu, 

7 thùng chỉ đầy một nửa, 7 thùng không và nói răng : Các con hãy chia 
tầành 3 phần sao cho người nào cũng nhận được phần như nhau". 

Các con đã chia như thê nào ? 

2. a Nếu 2 con mèo trong 2 giờ ăn hết 2 con chuột thì 4 con mèo trong 4 

giờ ăn hết mấy con chuột ? 

b Nếu 1,5 con gà mái trong 1,5 ngày đẻ được 1,5 quả trứng thì 4 con 
gà mái trong 9 ngày đẻ được bao nhiêu quả trứng ? 

3. a Trước mặt bạn Nguyên là một lọ đựng llOOg dường và một cái cân 

bàn. Muốn có dược lkg đường thì bạn phải cân như thế nào nếu có 
thêm hai lọ không đựng 650g và 300g ? 
b Mẹ dặn bạn Khuê chia 8 lít sữa đựng trong một bình thành hai 
phần bằng nhau mà chỉ có hai bình không, chứa được 5 lít và 3 lít. 
Bạn Khuê phải làm như thế nào ? 

4. Một bà mang 5 rổ cam gồm hai loại. Số lượng cam trong 5 rổ như sau : 
2), 25, 30, 35 và 40 quả cam. Rổ cam nào cũng chi chứa toàn cam cùng 
rrột loại. Bà ta bán cam ở một rổ và thấy rằng số cam loại hai còn lại chỉ 
bíng một nửa số cam loại một. Hỏi còn lại bao nhiêu cam loại hai ? 

5. Một bình đựng mật ong, một bình nữa đựng nước sôi để nguội, lượng 
nật ong băng lượng nước. Từ bình thứ nhất lấy ra nửa lít mật ong rồi 
đ'j sang bình thứ hai. Sau đó, nửa lít hỗn hợp này lại đổ sang bình thứ 
nhất. Hỏi nước trong bình thứ nhất có nhiều hơn mật ong trong bình 
tlứ hai không ? 

6. Một ông sắp xếp 32 chai rượu vang vào một hộp hình vuông có 9 ô 
nhưng ô chính giữa phải để trống. Hỏi có bao nhiêu cách sắp xếp dể ở 
b>n phía đều có 9 chai ? 
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7. Số nào gấp 7 lần chữ sô hàng đơn vị của nó ? 

8. Bốn sô liên tiếp có tích bằng 1680. Đó là bốn số nào ? 

9. Chia 7 chiếc bánh cho 12 người để người nào cũng có phần đúng như 
người khác (mà không chia nhỏ mỗi bánh thành 12 phần bằng nhau). 

10. Trong một phép chia- nếu cộng số bị chia với 65 và cộng sỏ chia với 5 
thì thương và số dư không thay đổi. Thương bằng bao nhiêu ? 

11. Viết tất cả số tự nhiên từ 1 đến 99 999 trên một băng giấy : 

12345...12131415...999979999899999. 

Hãy tìm tổng các chữ số của số khổng lồ đó. 

12. Vừa gà vừa thỏ 
Có bảy trăm con 
Bó lại cho tròn 

Một nghìn chân chẵn. 

Hỏi có bao nhiêu gà, bao nhiêu thỏ ? 

13. Cho dãy số : 150*149*148*147*..,*51*50 

Giải thích tại sao nếu điền vào dấu sao (*) các dấu + hoặc - thì kết quả 
không thể bằng 2011. 

14. Viết liên tiếp các số tự nhiên từ 1 đến 1999 thành số có nhiều chữ số 
12345...199719981999. Hỏi chữ sô 9 cuối cùng ở vị trí thứ bao nhiêu ? 

15. Tính tổng của tám số hạng mà năm sô'hạng đầu là 1, 2, 6, 24, 120. Từ 
đó suy ra quy luật tính với n sô hạng. 

16. Cho A = 11^11 và B = 3 + 3 a + 3 a + 3 4 + 3 5 + 3 6 + 3 7 + 3 H . Chứng 

198 rhừsô 

minh rằng nếu A chia cho 3 và B chia cho 4 thì hai sô dư giống nhau. 

17. Nếu viết một chữ số 0 vào giữa số có hai chữ sô xy thì số mối xOy lớn 

hơn số cũ bao nhiêu đơn vị ? Hiệu này có phụ thuộc vào chữ số hàng 
dơn vị y không ? 1 

18. Tìm tâ't cả số chẩn có ba chữ sô' sao cho khi chia mỗi số đó cho 9 thì 
dược thương cũng là số có ba chữ số. 

19. Thay dấu * bằng những chữ sô' thích hợp trong bốn phép tính sau : 
a) ** 1*4 b) *5*2 c) 587 d) 10** I * 

+ *9* 4* 5*6* ** ~ ** I 2*7 

34110 3181 *** ** 
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20. Bác Khoa hỏi ba cháu đi câu cá về xem mỗi cháu câu được mấy con cá. 
Cháu thứ nhất trả lời : Thưa bác, sáu mất đầu. Cháu thứ hai : Thưa 
bác, một nửa của tám. Cháu thứ ba : Thưa bác. chín mất đuôi. 


Hỏi mỗi cháu câu được mấy con cá ? 

21. Viết các số từ 1 đến 1000 theo thứ tự 
đó trên một vòng tròn (hình vẽ bên). 
Bắt đầu xóa sỏ 1 rồi cứ 15 sô tiếp theo 
lại xóa một sô (tức là xóa các sô 1; 16; 
31;...) và cứ thế tiếp tục mãi, với chú ý 
ràng khi trở lại vòng hai, vòng ba,... thì 
những số đã bị xóa vẫn được tính. 

Hỏi còn lại bao nhiêu số không bị xóa ? 



c. CÁCH GIẢI VÀ LỜI BÌNH 

1* Theo đề bài ta phải chia số thùng đầy rượu, đầy một nửa và thùng 
không thành 3 phần bằng nhau. Có 3 cách chia như sau : 

- CÁCH 1. Từ 4 thùng đầy một nữa có thể chia thành 2 thùng dầy và 2 
thùng không. Như thê ta có 9 thùng đầy, 3 thùng đầy một nửa và 9 
thùng không. 

Đến dây thì rõ ràng mỗi người con được : 3 thùng đầy, 1 thùng dầy một 
nửa, 3 thùng không. 

- CÁCH 2. Từ 1 thùng đầy và 1 thùng không ta có 2 thùng dầy một nửa. 
Như thế ta có 6 thùng đầy, 9 thùng đầy một nửa và 6 thùng không. 

Rõ ràng mỗi người con được : 2 thùng đầy, 3 thùng đầy một nửa, 2 
thùng không. 

- CÁCH 3. Mỗi người con có thể được : 1 thùng đầy, 5 thùng đầy một nửa 
và 1 thùng không. 

• Lời bình : Nếu người cha chia 24 thùng rượu trong đó có 8 thùng đầy 
rượu, 8 thùng đẩy một nửa và 8 thùng không thì liệu có chia đều cho 
ba con được không ? 

Được ! ChẴng hạn mỗi người con được : 2 thùng đầy, 4 thùng đầy một 
nửa và 2 thùng không. 

Ta hãy giải bài toán tổng, quát : "Người cha chia cho ba con cả thảy n 
thùng : đầy rượu, đầy một nửa và thùng không. Thê thì cách chia như 
thế nào ?" 


Nếu n chia hết cho 3 thì mỗi người con được thùng dầy, đầy một 


nửa và thùng không. 
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b) Nếu n = 3p + 1 thì từ 1 thùng đầy và 1 thùng không, ta được 2 
thùng đầy một nửa. Điều đó có nghĩa là : người cha có (n - 1) thùng 
đầy, (n + 2) thùng đầy một nửa và (n - 1) thùng không. Nhưng 
n - 1 = 3p, n + 2 = 3(p + 1). 

Vậy mỗi người con được : p thùng đầy, (p -t- 1) thùng đầy một nửa và 
p thùng không. 

c ' Cuối cùng nếu n = 3p + 2 thì từ 2 thùng đầy và 2 thùng không ta 
được 4 thùng dầy một nửa. Như thế người cha có (n - 2) thùng đầy, 
(n + 4) thùng đầy một nửa và (n - 2) thùng không. Rõ ràng n - 2 = 3p, 
n»+ 4 = 3(p + 2)' 

Vậy mỗi người con được : p thùng đầy, (p + 2) thùng đầy một nửa và 
p thùng không. 

2- a) Cách lập luận như sau : 

2 mèo trong 2 giờ ăn hết 2 chuột. 

2 mèo trong 4 giờ ăn hết 4 chuột. 

Vậy : 4 mèo trong 4 giờ ăn hết 8 chuột. 

b) Một gà mái trong 1,5 ngày dẻ được 1 quả trứng. Thế thì trong 9 
ngày gà đẻ được 6 quả trứng, vậy trong số ngày đó (9 ngày) 4 gà mái 
đẻ được 24 quả trứng. 

• Lời bình : Nếu dề bài là : "3 con mèo ăn h ổt 3 con chuột trong ỈJ5 giờ 
thì 10 con mèo ăn hết 20 con chuột trong bao lâu 
Cách giải sẽ như sau : 

3 con mèo trong 1,5 giờ ăn hết 3 chuột. 

1 mèo trong 1,5 giờ ăn hết 1 chuột. 

1 mèo trong 3 giờ ăn hết 2 chuột. 

10 mèo trong 3 giờ ăn hết 20 chuột. 

Vậy đáp số là : 3 giờ. 

Xét bài toán tổng quát : "Nếu n con mèo trong n giờ ăn hết n con ỉhuột 
thì t con mèo trong t giờ ăn hết bao nhiêu con chuột ?" 

t 2 

Ta sẽ thấy rằng số chuột mà mèo ăn hết là —. Như thế với n = 2 và 

n 

t = 4 như câu a thì 2 con mèo trong 4 giờ sẽ ăn hết 16 : 2 = 8 (con 
chuột). 

®) Gọi A là lọ đựng được llOOg, B và c là các lọ đựng được 65)g và 
300g, Quá trình cân diễn ra theo bảng sau : 



1100 450 

450 

750 

750 

1050 

400 

400 

700 

700 

1000 1 

0 Ị 650 

350 

350 

50 

0 

650 

400 

400 

100 

100 

ị ơ 0 

1 300 

0 

300 

ị 50 

50 

300 

0 

300 

0 


Sau 12 lẩn sẽ có được lOOOg đường trong lọ A. 

Có thế lập luận như sau : Đổ đường từ lọ A sang lọ B và từ lọ B sang 
lọ c. Khi đó trong lọ B còn 350g đường ta để riêng. Đường còn lại đố 
vào lọ A và c, đố đáy lọ B, tức là được 650g, như vậy cùng với 350g 
dường đế riêng ớ lọ B bày giờ sẽ có cá tháy 650 + 350 = lOOOg. tức là 
lkg đường. 

Có thê minh họa bàng sơ đồ sau : 


Lán 1 
Lần 2 

Lần 4 
Lần 5 
Lần 6 
Lần 7 
Lần 8 
Lán 9 
Lần 10 
Lần 11 
Lần 12 


[ilõog] [650g] [ãooil 

650 • 

1100 " *0 0 
300 

450 650' *0 

300__ 

450*— 350 300 

300 

750 350''” ^0 

300_ 

750 * 50 300 

50_ 

1050 50-*0 

650 

1050 - 0 50 

250 

400 650 *50 

300._ 

400 * 400 ~~ 300 

300 

700 400" ^0 

300__ 

700*'”” - 100 '"-'300 

1000 100 0 


b Quá trình bạn Khuê phái chia sữa như sau : 

Gọi c, D, E là ba bình sừa đựng được theo thứ tự 8 lít, 5 lít và 3 lít. 
Đồ 8 lít sữa ở bình c cho đầy bình D (5 lít) rồi từ bình D đố đầy 
bình E (3 lít). Đô lại 3 lít đó từ bình E vào bình c. Còn lại 2 lít từ 
bình D đố vào bình E. Lại tiếp tục đổ đầy bình D (5 lít) còn 1 lít đố 
vào bình E. Cuối cùng từ 3 lít à bình E đồ vào bình c được 4 lít. 

Có thể minh họa bằng sơ đồ sau : 
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Lần 1 



Lần 8 4 4 0 

Lời bình : a) Nếu có J200g đường đựng trong một lọ lớn và hai lọ 
không, đựng dược 700g và 500g thì bạn Nguyên làm thế nào đè chiu 
được số đường 1200g thành hai phấn bằng nhau ? 

Lần này bạn Nguyên phái chia theo sơ đồ sau : 



700 

Lần 1 1200" 0 0 

500 

Lần 2 500 700 ^0 



200 

Lần 4 1000 200~*0 



Lần 12 600 600 0 


4. Sô cam gồm hai loại còn lại phải chia hết cho 3. Lúc đầu sô cam là 1,50 
quả (vì 20 + 25 + 30 + 35 + 40 = 150). 
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Nếu gia sứ bà ta bán cam cúa rô thứ nhất thì sô cam còn lại là 
150 - ‘20 = 130 (quả). Nhưng điều này không thể xảy ra vì 130 không 
chia hết cho 3. 

Cũng như thế, bà ta không thể bắt đầu bán cam của rổ thứ hai, rổ thứ 
tư và rổ thứ năm. Do đó bà chỉ có thể bán cam ở rổ thứ ba (tức rổ có 
30 quá), vì sau khi bán sẽ còn lại 150 - 30 = 120 (quả), số này chia 
hết cho 3. 

Từ đó, suy ra sô cam loại hai còn lại là 40 quả. 

» Lời bình : Bây giờ : "Nếu có một cửa hàng bán trứng đựng , tỉ'ong 6 rổ, 
■ố A đựng 310 quả, rổ B đựng 200 quả, rổ c đựng 190 quả, rổ D đựng 
ĩ80 quả, rổ E đựng 160 quả và rổ G đựng 150 quả. Trong ngày đầu có 
lai người I và II đến mua : người thứ I mua 2 rổ, người thứ II niua 3 
'0 và như vậy mua gấp đôi số trứng mà người thứ I mua. Hỏi còn lại 
lổ nguyên nào chưa bán ?" 

í đây phải đọc kĩ đề bài đế’ thây rằng : người thứ II mua nhiều gâp 
lói người thứ I nên số trứng mà cá hai người mua phải chia hết cho 3, 
ló là chìa khóa vàng đế giải bài toán. 

Số trứng mà cửa hàng có cả thảy là : 

310 + 200 + 190 + 180 + 160 + 150 = 1190 (quả trứng) 
n a lập luận như sau : 

- Hếu còn lại rồ A nguyên thì phải bán 1190 - 310 = 880 .(quả) nhưng số 
í80 không chia hết cho 3. 

- Hếu còn lại rổ c thì phải bán 1190 - 190 = 1000 (quả). Số 1000 cũng 
Ihông chia hết cho 3. 

- Hếu còn lại rổ D thì phải bán 1190 - 180 = 1010 (quả). Số 1010 này 
(ùng không chia hết cho 3. 

lương tự, nếu còn lại rổ E thì phải bán 1190 - 160 = 1030 (quả) hoặc 
é G thì phải bán 1190 - 150 = 1040 (quả). Cả hai số 1030 và 1040 
õều không chia hết cho 3. 

Cuối cùng chi còn lại trường hợp rổ B và như thế cửa hàng đã bán 
]190 - 200 = 990 (quả). Số 990 chia hết cho 3. 

Xậy cửa hàng đã bán cho hai người I và II 5 rổ A, c, D, E, G và còn 
hi rố B chưa bán. 

5. Irước hết cần thấy rằng sau 2 lần thì lượng chất lỏng trong hai bình 
lằng nhau. Như thế sau khi trộn thì hỗn hợp mật ong ở bình thứ hai 
cũng bằng số lượng nước ở bình thứ nhất. Do đó lượng mật ong ở bình 
tiứ hai bằng lượng nước ở bình thứ nhất (không bên nào nhiều hơn 
tên nào). 
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• Lời bình : Ta khai thác thêm bài toán trên như sau : 


"Từ một bình chứa đầy 5 lít nước, ta lấy ra 1 lít rồi đổ vào 1 lít mật 
ong. Trộn lẫn nước và mật ong rồi lấy ra 1 lít hỗn hợp và lại đổ thêm 
vào 1 lít mật ong. Lại trộn lần nước và mật ong rồi lấy ra 1 lít hỗn 
hợp và đổ thêm vào 1 lít mật ong. Hói trong binh còn lại bao nhiêu 
nước ?" ■ 


Ta thấy ngay rằng : sau lần thứ nhất trong bình còn lại 4 lít nước. Lấy 
ra 1 lít hỗn hợp tức là mỗi lần lấy ra ỉ hỗn hợp. Do đó sau lần thứ 

hai trong bình còn 4 - ì X 4 = — (lít nước). Sau đó lần thứ ba trong 
5 5 

, . , . , . 16 1 16 64 

bình còn lại : — - — X — - = —- (lít nước). 

5 5 5 25 



Lời bình : Xét thêm bài toán tương tự sau r> ’ : 

"Để trọ học 20 cô gái được sắp xếp vào 8 phòng 
nhỏ như ở hình bên. Mỗi tôi chủ nhà sang kiểm 
tra bôn phía thấy phía nào cũng đủ 7 cô gái. 

Một hôm có 4 cô bạn đến chơi và được bố trí ở 
lại trong các phòng (tức có 24 cộ). Chủ nhà đến 
kiểm tra thấy mỗi phía đều có đủ 7 cô. 

Một liôm khác có 4 cô đi chơi, chủ nhà lại đến kiểm tra và vẫn thấy 
mỗi phía đều đủ 7 cô (tuy lần này chỉ còn lại 16 cô ở nhà). Họ đã bố 
trí thông minh như thế nào mà chú nhà vẫn yên chí là cả 20 cô đều có 
mặt trong hai lần kiếm tra ?" 

Đúng là các cô đã bố trí thông minh trong hai lần như sau : Cách bô 
trí 24 cô gái như ờ hình la, cách bố trí 16 cô gái như ớ hình lb. 



' Xem : "Toán học cười, vui, hấp dẫn" cùa Lê Hải Châu, tập 2, NXB Trẻ. 
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7. Nếu lấy số phải tìm trừ đi chữ số hàng đơn vị là sẽ được một sô tận 
cùng bằng 0 và sô này phái chia hết cho 6. Thê thì số nào tận cùng 
bàng 0 và chia hết cho 6 lại cho thương là sò' có một chữ số ? 

Rô ràng chi có số 30, do đó số phải tìm là 35 (ta có 35 = 7 X 5). 

• Lời bình : Từ bài toán này ta khai thác thêm : 

'Sỏ nào khi xóa chữ số cuối cùng của nó sẽ giám đi một số nguyên lần ?" 

Rõ ràng nếu xóa chữ số cuối cùng thì số phải giảm đi ít hơn 10 lần. 
Nếu giám dũng 10 lần thì sỏ đó phải tận cùng bằng 0, do đó tất cá 
nhửng số như vậy đều thỏa mãn. 

8. Trước hết ta thấy rằng : 1680 = 2.2.2.2.3.5.7. 

Trong các thừa sô' trên ta hãy tim xem lấy những thừa số nào thì sẽ 
dược 4 số liên tiếp thóa mãn bài ra. Đó là các thừa sô : 5; 2.3 = 6; 7 và 
2 . 2.2 = 8 . 

Vậy tích của bốn số liên tiếp : 5, 6, 7, 8 bằng 5.6.7.8 = 1680. 

• Lời binh : "Nếu tích của bốn sô bàng 3024, thì đó là bốn số nào ĩ" 
Trước hết ta thấy rằng số 3024 không tận cùng bằng 5 hoặc bàng 0 
Bèn một trong bốn số đó không chia hết cho 5 và 10. Nhưng nếu cả 
bốn số lại lớn hơn 10 thì tích cùa chúng phải lớn hơn 10000. Vì thê 
bốn sô phái tìm hoặc là 1, 2, 3, 4 hoặc là 6, 7, 8, 9. 

Nhưng tích cùa bốn số 1, 2, 3, 4 bằng 24, do đó chỉ có thế bốn số phái 
tìm là 6, 7, 8, 9. Thật vậy, thứ lại thấy ngay rằng tích 6.7.8.9 = 3024. 

9. Cần suy nghĩ xem đầu tiên lấy bao nhiêu chiếc bánh đế chia. Nếu lấy 
5 chiếc bánh và chia mỗị bánh thành 4 phần bằng nhau sẽ được 12 

phần. Mỗi người sẽ nhận được — chiếc bánh. 

4 

Còn lại 4 bánh thì chia mỗi bánh thành 3 phần bằng nhau sẽ đượf*-12 
phần. Mỗi người sẽ nhận thêm được -ỉ chiếc bánh. 

1 1 7 

Vậy cá hai lần mỗi người đả nhận được : ị + ^ — (bánh). 

• Lời bình : Nếu số người là 6 và chỉ có 5 chiếc bánh thì chia như thê 
•lào (đế không chia nhỏ bất cứ bánh nào ra fí phần bằng nhau) ? 

Tương tự như trên, lấy 3 bánh và chia đôi mỗi bánh được 6 phần bàng 
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nhau. Mỗi người được 1 phần. Còn lại 2 bánh, chia mỗi bánh thành 3 
phần bằng nhau, được 6 phần bằng nhau nữa. Mỗi người lại dược thèm 
1 phần. 

115 

Rõ ràng : 4 + 4 = 4 (bánh). 

3 2 6 

10. Gọi số bị chia là SBC, số chia là sc, q là thương và r là số dư. Theo 
bài ra ta có thế’ viết hai đẳng thức sau : 

SBC = q.sc + r và SBC + 65 = q(SC + 5) + r 
Lấy đẳng thức thứ hai trừ đi đẳng thức thứ nhất từng vế ta có ngay 
đắng thức : 65 = 5.q. 

Từ đó thương q = 13. 

• Lời bỉnh : Nếu bài ra là : "Chứng minh ràng khi chia số A và sô B 


cho hiệu của chúng thì được số dư bằng nhau 

và thương khác nhau ĩ 

đơn vị" thì cách giải như thê' nào ? 

Ta có thê viết : A - B = d, 

.hay 

A = B + d 

(1) 

Khi chia A cho d được : A = k.d + r 



(2) 

Thay vào (1) ta có : kd + r = B + d, 

hay 

B = (k - l)d + r 

(3) 


So sánh (2) và (3) ta thấy ngay là hai số đư r bằng nhau, còn hai 
thương k và k - 1 khác nhau 1 đơn vị. 

Ví dụ : Với hai số 53 và 41 thì hiệu của chúng là 53 - 41 = 12. Chia 53 
cho 12 được thương là 4 và dư 5; chia 41 cho 12 được thương là 3 và dư 
5. Ta được hai sô' dư đều là 5 còn thương khác nhau 1 đơn vị. 

11. Tất cả các số từ 1 đến 99 998 (trừ số cuối 99 999) có thể chia thành cặp : 
1 và 99 998; 2 và 99 997; 3 và 99 996; v.v... 

Tổng các chữ sô' của hai sô' trong mỗi cặp đều bằng 9.5 = 45 (vì 
1 + 99 998 = 2 + 99 997 = 3 + 99 996 = ... = 49 999 + 50 000 = 99 999) 
mà có cả thảy 49 999 cặp như thê' và nếu thêm sô' 99 999 không có cặp 
với sô' nào thì ta có : 50000 X 45 = 2 250 000. 

Đó là tồng các chữ sô' của sô' khống lồ này. 

••Lời binh : Xét bài toán sau : 

"Viết liên tiếp các số tự nhiên từ 1 đến 100 thành một sô' có nhiều chữ 
số : 123456...9899100. Hây xóa đi 100 chữ số để còn lại số lớn nhất." 
Trước hết ta phải tính xem sô 123456...9899100 có bao nhiêu chữ sô' đê 
khi xóa đi 100 chữ sô' thì còn lại bao nhiêu chữ số. 

Số này có 9 + 180 + 3 = 192 (chữ số). Nếu xóa đi 100 chữ số thì còn lại 
92 chữ số. Từ dó thấy rằng muốn sô gồm 92 chữ sô' còn lại này là lớn 
nhâ't thì phải xóa di những sô' nào ? 
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Kò ràng trước hết phái xóa đi 8 chữ số đẩu tiên và giữ lại chữ số 9. Chừ số 
thứ hai phai giừ lại là 9 (do đó phải xóa thêm (19 - 9).2 - 1 = 19 chữ số 
nữa-).,. Năm chữ số đầu tiên giữ lại phải là 9, tức là các số 9, 19, 29, 
39, 49. Do đó cho tới số 49 đà phải xóa di 8 + 4.19 = 84 chữ số. 

Như thế chi còn được xóa 100 - 84 = 16 chữ số nữa trong 'sô': 
50515253545556505859 

Đê xóa đi 16 chữ số sao cho chữ số đầu tiên là lớn nhất. Nó không thể 
là 9 hoặc 8 (vì nếu xóa 9 hoặc 8 thì phái xóa đi một số chữ số lớn hơn 
16. tức là 17 hoặc 19 chữ số !). Do đó phái đê lại 7, tức là phải xóa di 
15 chữ số đẽ còn lại số 75859. 

Cuối -cùng chi cẩn xóa thêm 1 chữ sô nữa trong số 75859 này, đó là 
chữ số 5 đe chi còn lại sô 7859. 

Những số tiếp theo là từ 60 đến 100. Vậy sô lớn nhất còn lại gồm 92 
chừ số là số : 9999978596061...100. 

12. Giá sư 700 con đều là gà thì số chân sè là 700 X 2 = 1400 (chản). Còn 
dư 1800 - 1400 = 400 (chân) là do có thêm tho 4 chân. Từ đó thay một 
gà bằng một thỏ thì phải thêm 2 chân. Vậy : 

Số tho là : 400 : 2 = 200 (thò) 

Sô gà là : 700 - 200 = 500 (gà ). 

• Lời bình : 

Có thế giải cách khác bằng cách giả sứ 700 con đều là thỏ thì số chân sè 
là 700 X 4 = 2800 (chân). Như thê sẽ thừa ra 2800 - 1800 = 1000 (chân) 
do còn có gà 2 chân. Từ đó thay một thỏ bằng một gà thì bớt đi 2 
chán. Vậy số gà là : 1000 : 2 = 500 (gà) và số thỏ là 200 con. 

Ngoài ra có thê giái bài toán tương tự về bán súng : "Trong cuộc thi 
bán súng, mỗi đội được bấn 20 phát. Mồi phát trúng đích được 10 
điểm, mỗi phát không trúng đích bị trừ 15 điểm. Đội A được cá thay 
150 điểm, hói dội đã bẩn bao nhiêu phát trúng đích 
"Ta giả sử cá 20 phát đều trúng đích thì tổng sô' điểm đạt được sẽ là : 
10 X 20 = 200 (điểm). Như thế, thiếu mất 250 - 200 = 50 (điểm) là do 
còn một số phát không trúng đích. 

Giừa một phát trúng đích và một phát không trúng đích có sự chênh 
lệch điểm là 10 + 15 = 25 (điếm). Suy ra số phát không trúng đích là 
50 : 25 = 2 (phát). 

Vậy số phát bắn trúng đích là 20 - 2 = 18 (phát). 

Thử lại : Có 18 phát trúng đích được 18 X 10 = 180 (điểm), nhưng có 2 
phát không trúng dích bị trừ đi 2 X 15 = 30 (điểm). Vậy đội A chi còn 
được 180 - 30 = 150 (điểm), dũng với bài ra. 



13. Trước hết hãy quan sát dãy số đã cho đê thấy rằng : mỗi cặp só liên 
tiếp đều cỏ tòng hoặc hiệu là một số lẻ. chăng hạn : 

150 + 149 = 299, hoặc 150 - 149 = 1. 

Từ 50 đến 150 có cá tháy 50 cặp số lé, mà tông hoặc hiệu của 50 sớ lé 
phai là một sô chẵn, vì vậy không thê là số lẻ 2011. 

• Lời bình : Nếu điển vào dấu sao (''■’■') thứ nhất (từ trái sang phái)' dấu + . 
rồi điền vào hai dấu sao thứ hai và thứ ba hai dấu - điền vào dâụ sao 
thứ tư và thứ năm hai dấu +, v.v... thì kết quả sẽ là số nào ? 

Ta hãy tinh kết quả của dây số sau : 

150 + 149 - 148 - 147 + 146 + 145 - 
hay 50 + (51 — 52 - 53 + 54) + (55 — 56 — 57 + 58) + ... + 

+ (146 - 147 - 148 + 149 ) + 150. 
Mồi biểu thức trong dấu ( ) đều bằng 0, do đó kết quả sẽ là : 150 + 5(0 = 200. 

14. Từ số 1 đến sô 1999 có cá thay 9 sô có một chữ số, 90 số có hai chữ số, 
900 số có ba chữ số và 1999 - 1000 + 1 = 1000 số có bốn chữ số. 

Do đó số chữ số phái dùng đế viết các số từ 1 đến 1999 là : 

9 + 90.2 + 900.3 + 1000.4 = 6889 (chừ số) 

Vậy chữ số 9 cuối cùng ở vị trí thứ 6889 trong sô' có nhiều chữ sô' 
12345...199719981999. 

• Lời bình ; Nêu bây giờ đôi bài toán thành : 

"Viết liên tiếp các số tự nhiên chẩn từ 2 đến 1000 thi số chữ ísố phái 
dùng là bao nhiêu ? Chữ số ở vị trí thứ 1500 là chữ số gì ?". 

Cách giải sẽ như sau : 

Từ số 2 đến số 1000 (không kể số 1000) có : 4 số chắn có một chừ số 
(2; 4; 6; 8), 45 số chẵn có hai chữ sỏ (10; 12; 14; ...; 96; 98) và 450 số 
chân có ba chừ số (100; 102; ...; 998). 

Vậy số chữ sô phái dùng để viết các số chăn từ 2 đến 1000 (khióng kè 
1000) là : 4 + 2.45 + 3.450 = 1444 (chữ số). 

Do 1444 < 1500 nên chữ số thứ 1500 thuộc một số chẵn có bốn chữ số. 
Ta có số chữ số còn lại để viết các số chẵn có bốn chừ số là : 

1500 - 1444 = 56 (chữ số). 

Với 56 chữ số này ta có thế viết được 56 : 4 = 14 (số chần có bốn chữ 
số) bắt đầu từ số 1000. Suy ra sô chăn thứ 14 có bốn chữ số là : 

1000 + 14.2 - 2 = 1026 

(hoặc tính như sau ; 1000; 1002; 1004; 1006; 1008; 1010; 10121; 1014; 
1016; 1018; 1020; 1022; 1024; 1026). 

Vậy chữ số thứ 1500 là chữ số 6 cùa số 1026. 
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15. r ’a phải tim ba số hạng cuối. Ta nhận thây rằng : 

Số hạng thứ hai 2 = 1.2, số hạng thứ ba 6 = 2.3, số hạng thứ tư 
24 = 6.4, số hạng thứ năm 120 = 24.5. Từ đó suy ra ngay : số hạng thứ 
táu là 120.6 = 720, số hạng thứ bảy là 720.7 = 5040 và số hạng thứ 
tám là 5040.8 = 40320. 

Vậy tổng phải tìm là : 

1 + 2 + 6 + 24 + 120 + 720 + 5040 + 40320 = 46 233. 

Suy ra quy luật tính là : 

Số hạng thứ tám bằng số hạng thứ bảy nhân với 8. Một cách tống 
cuát, sô' hạng thứ n bằng sô' hạng thứ n - 1 nhân với n. 

• lời bình : "Hãy tính tổng các số lẻ từ ỉ đến 199 999 và tổng các số 
chần từ 2 đến 200 000." 

Với tống các số lè từ 1 đến 199.999 ta nhận thấy rằng : 

1 + 199 999 = 3 + 199 997 = 5 + 199 995 = ... = 200 000 
7ừ 1 đến 199 999 có 100 000 số lẻ nên tổng phải tìm là : 

200 000.100 000 = 20 000 000 000 (hai mươi tỉ) 

Với tống các sô chẩn từ 2 đến 200 000 ta có thế’ viết : 

(2 + 200 000) + (4 + 199 998) + (6 + 199 996) + ... = 200 002 * 
lừ 2 đến 200 000 có 100 000 sô' chẵn nên tống phải tìm là : 

200 002.100 000 = 20 000 200 000 (hai mươi tỉ hai trăm nghìn). 

16. lông các chữ số của A bằng : 1 + 1 + ... + 1 + Ị = 198 

198 sò hạng 

nà 198 chia cho 3 được sô' dư bằng 0. 
lồng B có thể viết : 

3 + 3- + 3* + ... + 3* = 3(3 + 4) + 3 *(3 + 1) + 3 r, (3 + 1) + 3 7 (3 + 1) 

= 3.4 + 3 :i .4 + 3 r, .4 + 3 7 .4 
Chia cho 4 được sô dư cũng bằng 0. 

• Lời bình : Chứng tỏ ràng các hiệu 111 - 11; 222 - 22; 333 - 33; ...; 
9)9 - 99; và aaa - aa theo thứ tự chia cho 1, 2, 3, ..., 9 và a đều cho số 
út là 0. 

R3 ràng 111 - 11 = 100 chia cho 1 dư 0; 222 - 22 = 200 chia cho 2 dư 0; 
3Ỉ3 - 33 = 300 chia cho 3 dư 0, ..., thương đều bằng 100. 

Tíơug tự Ịaaa - aaj : a được thương là 100 và dư 0. 

17. Si xy có thể viết (lOx + y), số xOy có thể viết (lOOx + y). Do đó số 
nới đã tăng thêm 1 lOOx 




tức là tăng thêm 90 lần chữ số hàng chục. Hiệu này không phụ thuộc 
vào chừ số hàng đơn vị y. 

Vi dụ : Số 57 và số 507 thì hiệu 507 - 57 = 450. tức tăng thêm 90.5. 
không phụ thuộc vào chữ sô’ hàng đơn vị là 7. 

• Lời bình : Hãy xét trường hợp giữa X và y của số xy ta viết XCII vào 
hai, ba, bốn, ..., n chữ số 0 thì sao ? 

Nếu viết xen vào giữa X và y hai chữ số 0 được số mới là xOOy = 
lOOOx + y - ( lOx + y) = 990.X, tức là số mới đã tăng lên 990 lần chữ số 
hàng chục. 

Ví dụ : Với các số 35 và 3005 ta có hiệu 3005 - 35 = 2970. tức là hiệu 
này đã tăng thêm 990.3. 

Như vậy ta thấy rằng : nếu xen giữa số xy một, hai, ba, ..., n chữ sô 0 
thì số mới theo thứ tự tăng lên : 

90x; 990x; 9990x; 99... 9x 

(lc/s9) (2 c/s 9) (3 c/s 9) (n c/s 9) 

18. Một sô chần khi chia cho 9 phải cho thương là một số chẵn. Mạt khác 
thương lớn nhát có ba chữ số là 111 (do 999 : 9 = 111). Vì vậy thương 
chỉ có thế là các số chẵn nhó hơn 111, đó là : 100, 102. 104, 106, 108 
và 110. 

Nhân mỗi số này với 9 ta sẽ được các số phải tìm là : 

900, 918, 936, 954, 972 và 990. 

• Lời bình : Xét thêm bài toán sau : 

"Tim sô' có hai chữ số biết ràng nếu số đó cộng với hai lần tổng các 
chữ số cứa nó được 87," 

Gọi sô đó là ab, ta có : ab + 2(a + b) = 87 
hay lOa + b + 2a + 2b = 87, 

tức là 12a + 3b = 87 hay 4a + b = 29 (*) 

Từ (*) ta thấy răng : một mặt b < 10 nên 4a phải lớn hơn 29 - 10 = 19, 
do đó a > 4; mặt khác 4a < 29, do đó a < 8. 

Suy ra a = 5, 6 hoặc 7. 

Nếu a = 5 thì b = 29 - 5.4 = 9, ta được số 59. 

Nếu a = 6 thì b = 29 - 6.4 = 5, ta được sô 65. 

Nếu a = 7 thì b = 29 - 7.4 = 1, ta được số 71. 

Vậy số phải tìm là 59, 65, 71. 



19. a) Kể từ phải sang trái, ở cột thứ nhất 4 + * = 0 thì dấu * phải là chừ 
số 6, ở cột thứ hai * + 4 = 1 thì dâu * phải là chữ số 6 (vì có nhớ 1 
do ở cột thứ nhất 4 + 6 = 10). 

Ớ cột thứ ba 1 + * = 1 thì dấu * phải là chữ số 9 (vì có nhớ 1 do ở 
cột thứ hai 6 + 4 + 1 = 11). Ở cột thứ tư * + 9 = 4 thì dấu * phải là 
chữ sô' 4 (vì có nhớ 1 do ờ cột thứ ba 1 + 9 + 1 = 11). Cuô'i cùng ở 
cột thứ năm * + * = 3 thì cả hai dấu * phải là hai chữ số 1 (vì có 
nhớ 1 do ớ cột thứ tư 4 + 9 + 1 = 14). 

Vậy phép cộng như sau : 

1.4164 
+ 19946 
34110 

b) Ớ cột thứ nhất (từ phải sang trái) 2 - * = 1 thì dấu * phải là chừ sô' 
1. Ớ cột thứ hai * - 6 = 8 thì dấu * phải là chữ số 4 (vì 14 - 6 = 8). 
Ở cột thứ ba 5 - * = 1 thì dấu * phải là chữ số 3 (vì có nhớ 1 ở cột 
thứ hại), ớ cột thứ tư * - 5 = 3 thì dấu * phải là chữ số 8. 

Vậy phép trừ như sau : 

8542 
~ 5361 
3181 

c) Sô' nhân có hai chữ số, chữ số hàng đơn vị của nó phải là 1 vì khi 
nhân với 587 (số bị nhân) thì cho tích riêng có ba chữ sô' (nếu là 2 
thì khi nhân với 587 phái cho tích là số có bốn chữ số). 

Tương tự, chữ số hàng chục của sô' nhân cũng là 1. 

Vậy phép nhân như sau : 

587 

11 

587 

587 

6457 

dí Chữ sô' 2 đầu tiến của thương nhân với số chia (có một chữ số) cho 
tích là số có hai chữ sô' mà khi lấy 10 trừ đi được hiệu là 0 thì dấu * 
ớ số chia phái là 5. 

Khi hạ chữ sô' * hàng chục xuống thì không chia được cho 5. Do đó 
chữ sò' hàng chục cua thương phải là chữ số 0 (tức thương bây giờ là 
20*). Hạ thêm chữ số * hàng đơn vị của sô' bị chia được số có hai 
chữ sô mà khi nhân hai chữ số hàng đơn vị của thương với 5 phải 
được đúng sô' có hai chữ sô' này (đế khi trừ được hiệu là 0). 
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Mà chữ số hàng đơn vị của thương đã là 7 thì 7 nhân với 5 bằng 35. 
Do đó hai chữ số cuối cùng của số bị chia là 35. 

Vậy phép chia như sau : 



35 

_35 

0 


• Lời bình : Tương tự, hây giải bài toán : 

"Thay chữ số vào các dấu * của phép nhân và phép chia sau" : 



Ta có cách giải sau : 

a) Chữ số hàng đơn vị của số nhân phải bằng 8 (vì 3 X 8 = 24) và do 
tích riêng thứ nhâ't nhỏ hơn tích riêng thứ hai nên chữ sỏ thứ nhất 
của số nhản là 9. Gọi số bị nhân là A ta có : 

8A < 9994; 9A > 10000 

Suy ra 1112 < A < 1249. Vi A tận cùng bằng 3 nên A có thế là : 
1113; 1123; 1133; ...; 1233; 1243. 

Vậy phép nhân đã cho có nhiều đáp số. 

b) Theo sơ đồ ta thấy rằng : 

Khi nhân số chia có hai chữ số với chữ sô’ đầu và chữ số cuối cùa 
thương ta được sô' có ba chữ số. Do đó chữ sõ' đầu và chữ số cuối cùa 
thương chi có thé là 1, các chữ sô' thứ hai và thứ tư là 0. Vậy thương 
là 10 201. 

Ớ phép trừ thứ nhất, số có ba chữ số trừ di sô' có hai chữ sô' được số 
có một chữ số là chữ số thứ nhât của tích của sô' chia với 2 nêu nó 
là 1. Từ đó suy ra ở phép trừ thứ nhất số bị trừ là 100 và số trừ là 
99. Nhưng số trừ này bằng số chia vì chữ sô' thứ nhất của thương là 
1, tức là số chia bằng 99. 

Vậy sô' bị chia là : 99.10 201 = 1 009 899. 

Ta được phép chia phải tìm như sau : 
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1009899 99 

99 10201 

198 
~ 198 

99 
~ 99 
0 

20. Sô' cá mà cháu thứ nhất câu được là : sáu (6) mất đầu là 0. Số cá mà 
cháu thứ hai cảu được là : một nứa cúa tám (8) cũng là 0. Sô cá mà 
cháu thứ ba câu được là : chín (9) mất đuôi lại cũng là 0. 

lồm lại cá ba cháu đều không câu được con cá nào. 

• Lời bình : Tương tự ta có bài toán sau : 

"Một con cá có đuôi nặng 150 gam, đầu cá nặng bàng đuôi cộng nửa 
thân, thân nặng bàng đầu cộng đuôi. Hỏi cá nặng bao nhiêu ?" 

Cách giải như sau : 

Gọi đầu là Đ, thân là T và đuôi là đ. 

Tieo bài ra ta có : 

Đ =đ + Ị nên T = 2Đ - 2đ, mà T = Đ + đ 
2 

Siy ra Đ = 3đ = 3.150 = 450 (gam). 

Tí đó T = 450 + 150 = 600 (gam). 

Vịy cá nặng : 450 + 600 + 150 = 1200 (gam). 

21. ớ vòng thứ hai các số bị xóa là : 6; 21; 36; ... 

ớ vòng thứ ba các số bị xóa sẽ là : 11; 26; 41; ... 

SiU đó các sô' bị xóa sẽ lặp lại. Do đó các sô' bị xóa là những sô' từ 1 
đúi 1000 mà khi chia cho 5 dư 1. 

Vìy có 200 số như thế, tức là các số còn lại không bị xóa là 800 số. 

• Líi bình : Sau đây là bài toán tương tự : 

"Hăm hòm đựng số cam như nhau. Nếu ở mỗi hòm lấy ra 60 quả thì 
si cam còn lại trong năm hòm bằng tổng sô cam trong hai hòm lúc 
dìu. Hói lúc đầu mỗi hòm đựng báo nhiêu quả cam ?" 

Tỉ thấy ngay sô cam lấy ra là 60.5 = 300 (quả). Theo bài ra thì sô cam 
my bàng tổng sô cam lúc đầu của ba hòm. Vậy sô' cam đựng trong mồi 
hun lúc đầu là : 300 : 3 = 100 (quả). 

Liu ý : trong bài này cho "sô' cam còn lại trong năm hòm bằng tổng sô' 
can trong hai hòm lúc đầu" có nghĩa là sô' cam lấy ra bằng tổng sô 
can trong ba hòm lúc đầu. 



D. ĐỐ BẠN GIẢI ĐƯỢC 

1. Khu vui chơi giải trí ngoài trời (hình 2) 

Khu vui chơi này gồm 4 tòa nhà A, B, c. D. Tòa nhà B và c lại nối với 
nhau bằng hai dãy hành lang. Ra vào đều phải theo đúng chiều mũi 
tên. Có bao nhiêu cách đi vào ra để đến đủ cả 4 tòa nhà ? 



2. Tham quan khu triển lãm (hình 3) 

Một khu triển lãm gồm rất nhiều phòng trưng bày hiện vật. Các 
phòng đều có cửa ra vào. Nếu khách tham quan vào phòng A t)ù sẽ đi 
như thế nào để vào đủ các phòng và chỉ một lần thôi, sau đó sè trớ về 
đúng cửa phòng A, rồi ra về ? 


.Vào 



H.3 
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§2. %6 NGLiyÊN 1 € HHÁC sẽ TỊ/ NHIÊN 
NHI/ THẾ NÀO ? 


A. KIẾN THỨC CẦN NAM vững 

1. Tính chia hết của một tổng 

a) Nêu tất cả số hạng của một tống đều chia hết cho cùng một số thì tổng 
chia hết cho số đó. 

b) Nêu chi có một số hạng của tống không chia hết cho một số, còn các sô 
hạng khác đều chia hết cho sô đó, thì tổng không chia hết cho số dó. 

2. Các dấu hiệu chia hết 

a) Các số có chữ số tận cùng là chữ số chẵn thì chia hết cho 2 và chỉ 
những sô' đó mới chia hết cho 2. 

b) Các số có chữ sò' tận cùng là 0 hoặc 5 thì chia hết cho 5 và chỉ những 
sô' đó mới chia hết cho 5. 

c) Các số có tổng các chữ sô' chia hết cho 3 thì chia hết cho 3 và chi 
nhừng số đó mới chia hết cho 3. 

d) Các số có tổng các chữ số chia hết cho 9 thì chia hết cho 9 và chi 
nhừng sô' đó mới chia hết cho 9. 

3. Sô' nguyên tổ và hợp số 

a> Nếu có số tự nhiên a chia hết cho số tự nhiên b thì ta nói : a là bội của 
b, còn b là ước của a. 

b) Số nguyên tố là số tự nhiên lớn hơn 1, chỉ có hai ước là 1 và chính 11 Ó. 

Hợp số là số tự nhiên lổn hơn 1, có nhiều hơn hai ước. 
c> phân tích một sô' tự nhiên lớn hơn 1 ra thừa sô' nguyên tô' là viết số đó 
dưới dạng một tích các thừa số nguyên tố. 

d) Muôìi tim ƯCLN của hai hay nhiều số lớn hơn 1, ta thực hiện ba bước sau: 

Phán tích mồi sô' ra thừa sô nguyên tô' 

Chọn ra các thừa sô' nguyên tô' chung 

Lập tích các thừa số đã chọn, mỗi thừa số lấy với số mũ nhỏ nhất 
của nó. Tích đó là ƯCLN phải tìm. 

e) Muôn tìm BCNN của hai hay nhiều số nguyên tố lớn hơn 1, ta thực 
hiện ba bước sau : 

Phân tích mồi số ra thừa sô nguyên tô 

- Chọn ra các thừa số nguyên tố chung và riêng 

- Lập tích các thừa sô đả chọn, mỗi thừa sô' lấy với số mũ lớn nhất 
của nó. Tích đó là BCNN phải tìm. 
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B. CÁC BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH 

1. Trong các số dạng 101010... 101 thì những số nào là số nguyên tô' ? 

2. Công thức p k = i(10 k -7) với k = 2, 3, ..., 7, 8 cho ta báy số nguyên 
tô'. Đó là những số nguyên tố nào ? 

3. Tìm tất cổ bộ ba sô nguyên tô (m, n, p) sao cho mnp < mn + np + pm. 

4. Chứng minh rằng nếu tổng các bình phương của hai số nguyên chia 
hết cho 3 thì mỗi một sô' đó chia hết cho 3. 

5. Tìm tất cả những sô có bốn chữ sô N = aabb thỏa mãn điều kiện : 

a) aab và- abb đều là những sô nguyên tố. 

b) N = P 1 .p 2 .pa trong dó Pi, P 2 , Pa là các sô' nguyên tố theo thứ tự có 
1, 2, 3 chữ số. 

6. Tìm những sô có bốn chữ sô' sao cho mỗi sô' đều chia hết cho 11 và 
tổng các chữ số của mỗi số cũng chia hết cho 11. 

7. Cho hai số có bốn chữ sô' M = abcd và N = dcba. Tích M.N là số có 
tám chữ số mà ba chữ số cuối là 0. Tìm tất cả các tích M.N. 

8. Tống của bôn sô' tự nhiên liên tiếp là số nguyên tố hay hợp số ? 

9. Hai bạn A và B đố nhau tìm lời giải của bài toán : "Tim sô' có bốn chữ 
số chia hết cho 9 mà sô' đó chi viết với ba chữ sô 1, 2, 3." 

Họ đã tìm ra nhiều đáp sô khác nhau. Giải thích tại sao. 

10. Chứng minh rằng tổng : T = 2010 + 2010 2 + 2010 3 + ... + 2010" 1 ’ 1 ' 1 
chia hết cho 2011. 

11. Chứng minh rằng : Nếu sô' có ba chữ số abc mà chia hết cho 37 thì các 
số có dạng' bca và cab cũng chia hết cho 37. 

12. Có bao nhiêu sô' có ba chữ sô pqr (p, q, r * 0) mà mỗi chữ sô chia hết 
cho hiệu hai chữ sô kia ? 

13. Hãy phân tích sô' 203 dưới dạng tổng của một vài số tự nhiên đề thấy 
tích các số đó cũng bằng 203. 

14. Chứng minh rằng sô' có ba chữ sô' xyz sau đây : 

xyz = xy + yz + zx + xz + zy + yx là sô' chẵn và chia hết cho 11. 

^ 15. Tìm sô' có ba chữ sô' chia hết cho 9 biết rằng chữ số hàng chục lớn hơn 
chữ số hàng đơn vị và tích ba chữ số bằng 0. 

Thay dấu * bằng các chữ sô' thích hợp : 

* 2* * : 9* = ***, biết rằng số chia 9* là sô' lẻ. 
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17. Bộ ba số <3; 5; 7) là bộ ba số nguyên tố liên tiếp. Trong tập hợp các số tự 
nhiên còn có bộ ba số lé liên tiếp nào là bộ ba sô nguyên tố nữa không ? 

18. Cho sô xyxxyx có sáu chữ sô và là bội của 9. Biết rằng nó chia hết 
cho số có bôn chữ số xxxx. Tìm thương của phép chia này. 

c. CÁCH GIẢI VÀ LỜI BÌNH 

1. T.a biết rằng số 101 (chứa hai chừ số 1) là sô nguyên tố. Ta hãy xét 
xem ngoài sô' 101 còn có số nguyên tố nào nữa không. 

Nếu số đã cho N chứa m > 2 chừ số 1 thì sô' 11N chứa 2m chữ số 1 và 
như vậy nó chia hết cho sô p gồm m chữ số 1. 

Nếu m lé thì p không chia hết cho 11, do đó N chia hết cho p, nếu m 
chẵn thi p chia hết cho 11, do đó N chia hết cho thương —. Như thế 

với m > 2 chữ số 1 tịuì N là hợp số. Vì vậy trong các số dạng 
101010...101 chỉ có một sô nguyên tố duy nhất là 101. 

• Lời bình : Trong các sô' có bốn chữ sô' giống nhau aaaa thi sô nào chi 
có hai ước nguyên tô ? Đó là hai ước nguyên tố nào ? 

Trước hết ta thây răng sô' aaaa có thề viết dưới dạng : 
aaaa = aa.101 = ã. 11.101 

Muốn sô' này có hai ước nguyên tố thì thừa sô' a phải bằng 1 (vì 1 
không phái là sô nguyên tố). Vậy số phải -tìm là 1111 có hai ước 
nguyên tô' là 11 và 101. 

2. Ta lần lượt thay k 3 2, 3, 4, 5, 6, 7 và 8. Ta được : 

Với k = 2 thì công thức đã cho có giá trị : 

P2= ỉ(10 1 2 -7) = ^ =31 
3 3 

Với k = 3 ta có : p 3 = ị(1000 - 7) = ~ =331 
: 3 3 

1 9993 

Vởi k = 4 ta có : p„ = i(10000 - 7) = = 3331 . 

3 3 

Với k =• 5, 6, 7 và 8 ta lần lượt được các số nguyên tố sau : 

p 5 =.33 331; p 6 = 333 331; p 7 = 3 333 331 và Ps = 33 333 331. 

• Lời bình : Tương tự, "Chứng minh ràng : nếu p và p 2 + 2 là hai sô 
nguyên tố thì sô' p 3 + 2 cũng là số nguyên tố". 

Đé giải bài nàỵ ta nhận xét rằng : mọi sộ' nguyên tô' khác 3 đều có 
dạng P = 3k ± 1, trong đó k là số nguyên nào đó. 
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Nếu p = 3k + 1 thì p 2 + 2 = 9k 2 + 6k + 3 chia hết cho 3. 

Nếu p = 3k - 1 thì p 2 + 2 = 9k 2 - 6k + 3 cũng chia hết cho 3. 

Do p > 2 thì cả hai trường hợp số p 2 + 2 đều lớn hơn 3 và chia hết cho 
3, tức là p 2 + 2 là hợp số. Thành thử p 2 + 2 chỉ có thể là số nguyên tố 
khi p = 3 (khi đó p 2 + 2 = 11 là số nguyên tố). 

Vậy : p 3 + 2 = 27 + 2 = 29 là số nguyên tố. 

3. Truức tiên ta biến đổi bất đắng thức mnp < ran + np + pm (*) dưới một 
... m , „ ., - 1 1 1 ran + np + pm 

dạng khác. Ta nhận thấy rằng + — + — =-—- nên (*) có 

m n p mnp 

,, .... ran + np + pm , ,,.11.1, ,,. 

thể viết : -—- >1, do đó : — + — + — > 1 (1) 

mnp m n p 


Không làm mất tính tống quát ta giả sử m > n > p, tức là : 

I<_ia 


Như vậy : 


m 

J_ + I + I> i_ 

m n p m 
1 111 


1 _Ị_ _ 3_ 
m m m 
113 


p p p p p 


( 2 ) 

(3) 

(4) 


Từ (1) và (4) suy ra — > 1 hay p < 3, mà p là số nguyên tố nên p s 2. 
p 

Thay p = 2 vào (1) được : - 


Từ (2) ta có : — + — + — = do đó — > ì hay n < 4, mà u là số 

m n n n n n 2 

nguyên tô nên n = 2 hoậc n = 3. 

Bảy giờ ta phải tìm m. Muốn thế ta thay n = 2 hoặc 3 sẽ được : 

Nếu n = 2 thì “ + 2 > 2 ^ ay ~ > m > 0. nià m là số nguyên tô' > 2 

nên suy ra m có thế là bất cứ số nguyên tố nào. 

Nếu n = 3 thì — + 4 > 4 hay —- > 4- Suy ra m < 6, mà rn là số 

m 3 2 m 6 
nguyên tố nên m = 2; m = 3 hoặc m = 5. 

Vậy bộ ba số nguyên tố phải tìm là : (3; 3; 2), hoặc (5; 3; 2), hoặc (2; 3; 2), 
hoặc (ra; 2; 2) và m là bất cứ số nguyên tô' nào. 

Lời bình : Bài toán trên yêu cầu phải biện luận đé tìm ra được bộ ba 
số nguyên tố thòa mãn một bất đẳng thức cho trước. Nhưng với bài 
toán sau : 
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"Tìm ba sô lẻ liên tiếp đều lù só nguyên tố. " 

thì điều kiện phải là ba số lẻ liên tiếp (vì chỉ có 2 là sô' chần duy nhất 
là số nguyên tố). 

Đê giải bài toán ta gọi ba số lẻ liên tiếp là n - 2, n, n + 2 (với n > 3) 
và chứng minh rằng trong ba số này luôn có một sô' chia hết cho 3. 

Thật vậy, nếu n chia hết cho 3 thì ta đã chứng minh xong, nếu n chia 
cho 3 dư 1 hoặc 2 thì n + 2 hoặc n - 2 sẽ chia hết cho 3. Vậy n = 5, từ 
đó n - 2 = 3, n + 2 = 7. Do đó ba sô' lẻ liên tiếp là ba sô' nguyên tố là : 
3; 5 và 7. 

• Nếu phái "tim hai số lẻ liên tiếp là số nguyên tố" thì ta sẽ tìm được 
nhiều cập số như sau : 

3 và 5; ■ 5 và 7; 11 và 13; 17 và 19; 29 và 31; 

41 và 43; 59 và 61; 71 và 73; 101 và 103; 107 và 109; 

137 và 139; 191 và 193; 197 và 199; v.v... 

Tầ't cả những cặp số này gọi là cập số nguyên tố sinh đôi (hiệu của 
.chúng bằng 2). 

4. Ts» biết rằng : mồi sô nguyên hoặc chia hết cho 3 hoặc chia cho 3 dư 1 
hoiặc 2. 

Ntếu sô' n chia hết cho 3 tức là n = 3k thì bình phương của nó là 9k 2 rõ 
ràng chia hết cho 3. 

N<ếu n khi chia cho 3 dư 1 tức là n = 3k + 1 thì bình phương của nó là 
n' = 3(3k" + 2k) + 1 khi chia cho 3 cũng dư 1. 

N<ếu n khi chia cho 3 dư 2 tức là n = 3k + 2 thì bình phương cua nó là 
n* = 3(3k' + 4k + 1) + 1 khi chia cho 3 dư 1. 

Nlhư thế, nếu một trong hai sô' không chia hết cho 3 thì bình phương 
củia nó khi chia cho 3 sẽ dư 1, vì thế tổng các bình phương cùa hai sô 
này khi chia cho 3 sẽ dư 1. Còn nếu cả hai đều không chia hết cho 3 
thì tổng các bình phương cùa chúng khi chia cho 3 sẽ dư 2. 

Vạy tống các bình phương cùa hai số nguyên chỉ chia hết cho 3 trong 
tnường hợp mỗi sỏ' chia hết cho 3. 

• Ltời binh : Nếu ta thay điều kiện chia hết cho 3 bằng chia hét cho 7 
thì như thế nào ĩ 

Ta hãy binh phương các số từ 0 đến 6 ta sẽ thấy rằng các bình phương 
tìnn được khi chia cho 7 sẽ cho số dư là 0, 1, 2 và 4. Vì không có hai 
triong bốn sô' này. trừ cặp sô' 0. có tống chia hết cho 7 nên tổng các 
bì nh phương cùa hai số nguyên chỉ chia hết cho 7 khi mỗi số chia hết 
cho 7. 


27 



• Nhà toán học lỗi lạc ơle đã đặt vấn đề : "Tồn tại hay không sô z mà 
1 + z 2 chia hết cho số nguyên tố p ?" 

Ong đã chứng minh rằng : Điều này chỉ thực hiện được với các sô p 
dạng 4k + 1 (tức là với các số nguyên tố p = 5, 13, 17, 29, ...) và không 
thực hiện được với các số p dạng 4k + 3 (tức là với các số nguyên tò 3, 
7, 11, 19, 23, ...). 

Chẳng hạn vớiz = 2thìl + z 2 = 5 chia hết cho 5, với z = 5 thì 1 + z 2 = 26 
chia hết cho 13. 

5. Do aab là số nguyên tố, tức lậ llOa + b là số nguyên tố, ta có b = 1; 3; 
7 hoặc 9. Từ điều kiện thứ nhất ta có : N = ll(100a + b). 

Theo báng số nguyên tố ta tìm được các cặp số nguyên tố aab và libb 
sau đây : 

(223; 233); (227; 277); (331; 311); (443; 433); 

(449; 499); (557; 577); (773; 733); (881; 811); 

(887; 877); (991; 911) và (997; 977). 

Tương ứng với lOOa + b là các số sau : 

203 = 7.29; 207 = 9.23; 301 = 7.43; 403 = 13.31; 

409 là số nguyên tố; 507 = 3.13"; 703 = 19.37; 801 = 3".89; 

807 = 3.269; 901 = 17.53 và 907 là số nguyên tố. 

Vậy N = 8877 = 3.11.269. 

• Lời binh : Xét thêm một bài toán tương tự về sô nguyên tô : 

"Tìm tổng tất cá những sô có ba chữ số mà mỗi sô đó là tích của 4 sô 
nguyên tố phân biệt." 

Bài ra yêu cầu mỗi số phải là tích của 4 số nguyên tố phân biệt, do đó ta 
hãy tìm những bộ 4 số nguyên tố trong đó mỗi sô' sau lớn hơn sô' trước. 

Vi các tích 2.3.5 = 30; 2.3.7 = 42; 2.3.11 = 66; nên thừa sô thứ tư cùa 
các tích này sẽ là các số tương ứng sau : 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31; 
11, 13, 17, 19, 23; và 13. Tống tâ't cả các tích này bằng : 

30(7 + 11 + 13 + 17 + 19 + 23 + 29 + 31) + 

+ 42(11 + 13 + 17 + 19 + 23) + 63.13 = 8844. 

Do 2.3.13.17 > 1000 nén không còn có bộ 4 sô' nào bắt đầu bằng 2 và 3. 
Nếu bộ 4 sô bắt đầu bằng 2 và 5 thì ta có các bộ sau dây : 

2.5.7.11 = 770 và 2.5.7.13 = 910. 

Do cai tích 2.7.11.13 và 3.5.7.11 đều lớn hơn 1000 nên không còn bộ 4 
số nào thỏa mãn điều kiện cùa đề bài. 

Vậy tổng cần tìm là : 8844 + 770 + 910 = 10 524. 
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6. Gọi sô' phải tìm là abcd = lOOOa + lOOb + lOc + d. 

Theo bài ra ta có : a + b + c + d = 11 (1) 

Theo dấu hiệu chia hết cho 11, ta có thê viết : 

(a + c) - (b + d) = ll.k (2) 

Do a, b, c. d không thế lớn hơn 9 nên k chi có thế' là 0, 1. 

Chăng hạn nêu k = 2 thì (a + c) - (b + d) = 22. không thê xảy ra. 

Cộng U) và (2) từng vê ta có : 

(a + c) + (b + d) = 11 

(a + c) - (b + d) = 11.k (3) 

2(a + c) =11(1 + k) 

Vế trái là sô chẵn nên vê phải cũng phải là sô chắn, suy ra k * 0. 

Trừ (1 > và (3 > từng vé ta có 

(a + c) + (b + d) = 11 

(a + c) - (b + d) = 11.k (3) 

2(b + d) = 11(1 - k) 

Vì k = 1 nên b + d = 0. Điều này chi xay ra khi b = 0 và d = 0. Từ (3) 
với k = ltacóa + c=ll. Nhưng nêu a thay đoi từ 2 đến 9 thì c thay 
đối từ 9 đến 2. 

Suy ra các số có bốn chữ số sau đây thỏa mãn bài ra (8 số) : 

2090, 3080, 4070, 5060,6050,7040, 8030, 9020. 

• Lời bình : Xét thêm bài toán sau : 

"Chứng minh • ràng trong 39 số tự nhiên liền tiếp phải có một sô mà 
tống các chữ số chia hết cho 11 ." 

Trước hết ta nhận xét rằng : trong 20 số đầu tiên từ các số đã cho ta 
tìm được hai sô' mà chữ sô' cuô'i cùng là 0. 

Giả sử một trong hai sô đó trước chữ sô 0 là chữ sô không bằng 9. Gọi 
sò dó là A và t là tống các chữ sô của nó. 

Thẻ thì các số A, A + 1, ..., A + 9, A + 10 nằm trong 39 số đã cho và có 
tống các chữ sô là t, t + 1, t + 2, ..., t + 10. Nhưng trong 11 sô' liên tiếp 
ít nhất cũng có một sô' chia hết cho 11. 

17. Ta thấy ngay rằng các chữ sô' d và a phải khác 0 vì d = 0 thì N là số 
có ba chữ số (!). Theo bài ra, tích M.N phải chia hết cho 1000, tức cho 
8.125. Nhưng M và N không thê đồng thời chia hết cho 8 và 125, vì sẽ 
chia hết cho 10 tức là tận cùng bằng 0 (trái với điều kiện a *■ 0, d * 0). 

Thè thì : M = abcd = lOOOa + bcd nên cá hai số hạng này đều chia 
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hết cho 125; do 0 < d < 9 nên d = 5. Suy ra những sô hạng bc5 chia 
hết cho 125 chỉ có thể là : 

125.1 = 125; 125.3 = 375; 125.5 = 625; ■ 125.7 = 875. 

Do đó M = ãĨ25, a375, 0625, 0875. 

Từ đó ta phải tìm chữ số a đế các số N = 52 la, 573a, 526a, 578a chia 
hết cho 8. 

Muôn vậy cho a = 0, ví dụ 521a hay 5210 chia cho 8 dư 2, thêm 6 vào 
đế được 8 và số 5216 chia hết cho 8. 

Vậy ta được cặp số M.N = 6125.5216 = 31948000 tận cùng bằng ba chữ 
sô 0. 

Tương tự ta được thêm ba cặp số nữa là : 

6375 và 5736; 4625 và 5264 và 4875 và 5784 

mà tích M.N cũng tận cùng bằng ba chữ sô' 0. 

• Lời bình : "Tính tích M.N biết ràng M được viết bàng 100 chữ sô' 3, N 
được viết bằng 100 chữ sô 6". 

Khác với bài trên ở đây M và N không phải là số có bôn chữ sô mà 
tích M.N phải là sô' có rất nhiều chữ số. 

Với nhận xét là 3 = 9 : 3 và 6 = 3.2, ta có thê viết tích 
M.N = (33 .3) . (66...6) = (99-9). (22-2) 

100chCísò'3 100 chữ số 6 100đùỉsõ'9 100chữsố2 

= (ÌO 100 - 1). 22—2 
= 22-2 00-0 - 22-2 = 22-2177-78 . 

IQOc/s '2100c/s0 100c/s2 99c/s2 99c/s7 

8. Trong bốn số liên tiếp thì có hai số chẵn (mà tổng của chúng là số 
chẵn) và hai số lẻ (mà tồng của chúng cũng là số chăn). Do đó tổng 
cùa bốn sô' liên tiếp là một số chẵn lớn hơn 2, vậy tổng này là một 
hợp sô. 

• Lời bình : "Nếu tổng của ba số tự nhiên liên tiếp là một số lẻ thì tích 
của chúng chia /lết cho 24. Chứng minh điều này." 

Điều kiện là tống là một số lẻ vì tông có thế là một sô' chẵn (chắng hạn 
5 + 6 + 7 = 18). Khi tổng ba sô' tự nhiên liên tiếp là một sô' lẻ thì rỏ ràng 
sô' thứ nhất và sô' thứ ba phải là số chẵn (chẳng hạn 6 + 7 + 8 = 21) và 
một trong chúng phải là bội của 4. Vậy tích các sô' chẵn đó chia hết cho 8. 
Nhưng trong ba số tự nhiên liên tiếp thì luôn có một sô chia hết cho 3. 
Do đó tích này chia hết cho 3.8 = 24. 
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9. Ta phải tìm xem tại sao số N thỏa mãn bài ra không thề viết với bốn 
chữ số 3 hoặc ba chữ số 3 mà lại phái có chữ số 3. Từ đó mà xét hai 
trường hợp tùy theo N có một chữ số 3 hoặc có hai chữ số 3. Thật vậy : 
Nêu N có bốn chữ số 3 thì tổng các chữ sô'3 + 3 + 3 + 3 = 12 không 
chia hết cho 9. Nếu N có ba chữ số 3 thì tống 3 + 3 + 3 + 1 = 10 không 
chia hết cho 9 hoặc tống 3 + 3 + 3 + 2 = 11 cũng không chia hết cho 9. 
Nhưng theo bài ra N phải có chữ số 3 vì nếu toàn là chữ sô' 1 hoặc chữ 
số 2 thì tồng các chữ số sẽ nhỏ hơn 9 nên không chia hết cho 9. Vậy 
còn lại hai trường hợp : 

a) N có một chữ số 3. Khi đó N còn lại ba chữ sô 2 ta được các số : 

2223. 2232. 2322. 3222. 

b) N có hai chữ số 3. Khi đó N còn lại hai chữ số là 1 và 2, ta dược các 

số sau : 1332, 1323, 1233 

2331, 2313, 2133 

và 3312, 3321, 3132, 3231, 3123, 3213. 

Vậy có tất cả 16 đáp số. 

• Lời bình : Bạn hãy lấy năm sinh của bạn trừ đi tổng bốn chữ sô tạo 
■hành năm sinh đó. Tại sao lại được hiệu là một số chia hết cho 9 ? 

Gọi số năm sinh của bạn là abcd tức là lOOOa + lOOb + lOc + d (1) 
Tổng các chữ số của năm sinh làa + b + c + d (2) 

ĩa lập hiệu (1) - (2) được : 999a + 99b + 9c = 9(llla + llb + c) 

Rò ràng số này luôn chia hết cho 9. 

10. I’a hãy ghép các số hạng của tông T là lũy thừa liên tiếp chẳng hạn 
2010 + 2010” đê làm xuất hiện thừa sô chung 1 + 2010 = 2011, vì : 

2010 + 2010* = 2010(1 + 2010) = 2010.2011 
Ghép như vậy ta được : 

T = (2010 + 2010") + (2010 1 + 2010' 1 ) + ... + (2010* ,u9 + 2010*”") 

= 2010(1 + 2010) + 2010 :l (l + 2010) + ... + 2010 a),)9 (l + 2010) 

= 2011(2010 + 2010 3 + ... + 2010* 009 ) 
luôn chia hết cho 2011. 

<• Lời bình : 

Nếu tổng là các lũy thừa liên tiếp cùa 2010 thì ta đã chứng minh được 
tổng này chia hết cho 2010 + 1 = 2011. Do- đó một cách tống quát : 
Nếu tống là các lũy thừa liên tiếp cứa n thi chứng minh được tổng clua 
hết cho n + 1. Chẳng hạn tổng 11 + ll 3 + li 3 + ... + ll 31 "" luôn chia 
hết cho 11 + 1 = 12. 
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11. Ta nhận thấy rằng : 

Tông abc + bca + cab = llHa + b + c) = 37.3(a + b + c) chia hết chc 37. 
Do abc chia hết cho.37 tức là (lOOa + lOb + c) chia hết cho 37 nên : 

bca = lOOb + lOc + a = lOUOOa + lOb + c) - 999a. 

Sô’ bị trừ và số trừ đều chia hết cho 37 nên hiệu bca chia hêt cho 37. 
Tống Ịabc + bca + cabỊ chia hệt cho 37, mà hai sô hạng đầu đã chia 
hết cho 37 thì số hạng thứ ba cab cùng chia hết cho 37. 

Ví dụ : Số 259 chia hết cho 37 (thương là 7), ta 'cũng có 592 chia hết 
cho 37 (thương là 16) và 925 chia hết cho 37 (thương là 25). 

• Lời bình : 

Lưu ý rằng sô’ gồm ba chữ sò’ giông nhau aaa chia hết. cho 37, vì 
aaa = a.lll. mà 111 = 37.3 nên aaa = 37.3a luôn chia hết cho 37. 
Ngoài ra, số aaabbb cùng chia hết cho 37. Tại sao ? 

Vì aaabbb = lOOO.aaa + bbb 

= lOOO.llla + lllb 
= lll(1000a + b) 

mà 111 chia hết cho 37 nén số aaabbb cùng chia hết cho 37. 

12. Rõ ràng ba chữ số p, q, r phải khác nhau và giả sử p < q < r. 

a) Nếu p = 1 thì r - q = 1, ta có các số sau đây : 

123; 124; ...; 189, trong đó chi có hai số 123 và 134 là thỏa mãn đề 
bài. 

b) Nếu p = 2 thì r - q = 1 hoặc 2. 

- Với r - q = 1 thi r = q + 1 chia hết cho q - 2, hiệu cúa chúng là 3 = 
(q -t- 1) - (q — 2) chia hết cho q - 2. Điểu này chỉ xay ra khi q = 3 
hoặc 5. 

- Với r - q = 2 thì (q + 2) chia hết cho (q - 2), hiệu cùa chúng là 4 
chia hết cho q - 2. Điều này chỉ xảy ra khi q = 3 hoặc 4 hoặc 5. V. 
ta được các sô : 234, 256, 245, 246. 268, trong đó chỉ có ba số 245, 
246 và 268 thỏa mân đề bài. 

c) Nếu p = 3 thì tương tự như trên ta được bốn số thỏa mãn đề bài là : 
345, 347, 358 và 369. 

d) Nếu p > 4 ta sẽ được bốn số nữa là : 459, 567, 589 và 789. 

Tóm lại tất cả có : 2 + 3 + 4 + 4 = 13 (số) thỏa mãn đề bài. 
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• Lời bình : 

Ta biết rằng sò pqr có thể đổi chỗ các chữ số cho nhau và được 6 số là : 
pqr, prq, qpr, qrp, rpq và qrp. 

Do đó nếu đối chỗ các chữ số trong 13 sô’ thỏa mãn đề bài ớ trên ta sẽ 
được tất cả : 13.6 = 78 (số). 

13. Ta có thế phân tích như sau : 

203 = 7 + 29 + 1 + 1 + ... + 1 = 7.29.1.1... 1 

167C/S 167C/S 

• Lời bình : Một câu hòi đặt ra : "Có sô tự nhiên nào không thê viết 
dưới dạng vừa là tổng vừa là tích của một vài số tự nhiên khác ?" 

Trả lời đó là các sô' nguyên tố. 

• Liên quan đến câu hỏi trên là câu hỏi sau : 

"Tìm các giá trị tự nhiên k sao cho đẳng thức 

a, + a 2 + ... + a/ t sẹ a;.a 2 ...a* 
thỏa mãn với các giá trị của a tự nhiên". 

Ta thây ngay ràng : 

Với k = 1 thì ai = 1 
Với k = 2 thì a] = a 2 - 2 

Với k > 2 thì ai = a 2 = ... = a k _2 = 1, an = 2, a k = k. 

14. Ta có thê viết : xyz = xy + yz + zx + xz + zy + yx dưới dạng sau : 

lOOx + lOy + z = lOx + y + lOy + z + 10z + X + lOx + z + 10z + y + lOy + X 

= 22x + 22y + 22z 
= 22.(x + y + z) 

Do 22 là số chẵn chia hết cho 11, nên số xyz là số chẵn chia hết cho 11. 

• Lời bình : "Nếu chữ sô hàng trăm X = 1 thì số xyz bàng bao nhiêu ?" 

Theo trên nếu x = 1 thi ta có : lyz = 22(1 + y + z). 

Do lyz < 200 nên (1 + y + z).22 < 200. Suy ra 1 + y + z < 10 hay y + z < 9 
Nhưng lyz chia hết cho 22 nên lyz chỉ có thề là : 110, 132, 154, 176, 
798. Đối chiếu với y + z < 9 thì chí còn lại sô' 132 là thỏa mãn (thật 
thế : 132 = (1 + 3 + 2).22). 

15í. 3ọi số phải tìm là xyz. Do tích ba chữ số cua nó bằng 0 nên phái có 
một chữ sô là 0. Nhưng 0 không thế là chữ số hàng trăm, 0 cũng 
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không thế là chữ số hàng chục (vì y > z) do đó chữ số hàng đơn vị z = 0. 
Số xyz phải chia hết cho 9 nên tổng X + y của xyO phải chia hết cho 
9, tức là : 

x + y= l + 8 = 2 + 7 = 3 + 6 = 4 + 5. 

Vậy số phải tìm là : 180, 810, 270, 720, 360, 630, 450 và 540 (tất cà có 
8 số). 

• Lời bình : Nếu bài ra là : "Tìm sô có /lai chữ sô mà tổng hai chừ' số 
đó bàng 10 và lấy nó trừ đi số viết theo thứ tự ngược lại sẽ được một 
sô' tận cùng bằng 2" thì cách giải như thế nào ? 

Trước hết ta có nhận xét : số có hai chữ sô" ab (a > b) trừ đi số viết 
theo thứ tự ngược lại ba luôn chia hết cho 9. 

Thật vậy : ab - ba = lOa + b - (lOb + a) = 9a - 9b = 9(a - b) chia hết 
cho 9. 

Do hiệu này tận cùng bằng 2 nên hiệu phái bằng 72. Suy ra tổng hai 
sô là 110 và hiệu của chúng là 72. Biết tổng và hiệu của hai sô ta tìm 
dược ngay đó là số 91 và sô' viết theo thứ tự ngược lại là 19 (rõ ràng 
91 - 19 = 72 và 72 chia hết cho 9). 

16. Vì thương là số có ba chữ số nên chữ sô' đầu tiên của sô' bị chia là 9 và 
sô' chia là số lẻ 91. Do đó phép chia 92** cho 91 như sau : 

92** Ị 91 
~ 91 |ĨÕ~ 

1* 

1** 

Phép chia này chỉ thực hiện được khi sô' 1** là bội cùa 91, tức là khi 
1** = 182. 

Vậy ta có phép chia sau : 9282 : 91 = 102. 

• Lời bình : Sau đây là bài toán tương tự : 

"Thay dấu bằng chữ sô thích hợp trong phép chia sau : 



3* 


0 

Cách giái như sau : 

Bội cùa 11 là số lớn nhất có hai chữ sô', đó là sô' 99. Do đó ta có Stơ đồ 
phép chia sau đây : 
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0 


Sc có ba chữ sô tạo bởi ba chừ số đầu cùa số bị chia là tổng 99 + 3 = 102. 
S( duy nhất có dạng 3* chia hết cho 11 là số 33. 

Váy ta có phép chia sau : 

1023 
99 
33 
33 
0 

17. Già sử tồn tại một bộ ba số nguyên tố liên tiếp khác. Các sô này là sô 
nguyên tố và khác 3 nên không có sô nào chia hết cho 3 (*). 

Gci số nhỏ nhất trong ba số liên tiếp đó là 3n + 1 thì sô" tiếp theo là 
3n + 3 chia hết cho 3. Nếu số nhỏ nhất có dạng 3n - 1 thì số cuối cùng 
cdi bộ ba này là (3n - 1) + 4 = 3n + 3 cũng chia hết cho 3. Cả hai 
trròug hợp đều mâu thuẫn với (*). Vậy không còn có bộ ba số nguyên 
tố liên tiếp nào nữa, nói cách khác bộ ba số nguyên tố (3; 5; 7) là duy. 
nhất. 

• Lii bình : Có thể giải thêm bài toán sau : 

"Tch của ba số nguyên tô cỏ dạng ab, ac và aa - 1 bàng bao nhiêu ĩ" 

Tríớe hết ta tìm số nguyên tố có dạng aa - 1. Trong tất cả các sô có dạng 
aa (như 11; 22; ...; 88; 99) chỉ có số aa = 44 mà aa - 1 = 44 - 1 ='43 là 
sốnguyên tố. Suy ra a = 4. 

Trnig các sô có hai chữ số mà chữ sô hàng chục là 4 tức là các số 40; 
41 ...; 48; 49 thì có ba số nguyên tô là 41; 43 và 47. 

Vậy tích : 41.43.47 = 82861. 

18. Sô xyxxyx có thế viết : xyx.1001 = xyx .7.11.13. o 

Sô xxxx có thể viết : xx.101 = X.11.101. 

Theo bài ra số thứ nhất chia hết cho số thứ hai nên trong các ước cùa 
sốthứ hai có số nguyên tô' 101, do đó phép chia hết chỉ thực hiện dược 
kh xyx chia hết cho 101. Điều này chỉ xảy ra khi x.y = 0. 

Só xOx lại là bội của 9 nên trong các sô có dạng xOx là bội của 9 chi 




có sô' 909 là thích hợp. Suy ra X =; 9. 

Vậy thương cùa phép chia là 909.7.11.13 cho 9.11.101 là. 7.13 = 91 
• Lời bình : Một bài toán khác về sô' có ba chữ số là bội của 9 như sau : 
"Tìm số xyz là bội của 9 trong đó chữ sô'ỳ lớn hơn chữ sô z là 4 vù 
tích x.y.z bàng 0." 

Bài ra cho tích ba chữ số bằng 0, do đó số phải tìm phải có một chữ số 
là 0. Nhưng X không thế bằng 0 (vì như thế sô' đã cho có hai chữ số) 
nên chi có thê là y = 0 hoặc z = 0. Do y lớn hơn z là 4 nên số phái tìm 
có dạng *40. Số này lại phái là bội cúa 9 nên X phải bằng 5. 

Vậy số phái tìm là 540. 

D. ĐÔ BẠN GIẢI ĐƯỢC 
Biểu thị các số 

1. Biêu thị sô' 65 536 bằng bốn chữ số 2. 

2. Biểu thị sô' 1 bằng : 

a) ba chữ sô' 1, 2, 3 

b) tất cả mười chữ số (từ 0; 1; 2; ...; 9). 
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§T. HÀNG NGÍJ PHẨN sẽ VC5| CÁC PHÉP TỊNH 


A. KIẾN THỨC CẦN NẮM VỮNG 
/. Mớ rộng khái niệm phân số 

a) Người ta gọi — (với a, b £ z, b * 0) là một phân số, a là tứ và b là 

b 

mẫu cùa phân số. 

Hai phân sô và 4 gọi lừ bằng nhau nếu a.d = b.c. 
b d 

b) Nêu nhân cả tử và mẫu với cùng một sô nguyên khác 0 thì được một 
phàn số bằng phân số đã cho. 

Nếu chia cá tứ và mẫu cho cùng một ước chung thì được một phân số 
bằng phân sô dã cho. 

2. Rút gọn phản số và quy đồng mẫu 

a) Muôn rút gọn một phân số, ta chia cả tử và mẫu cho một ước chung 
(khác ±1) của chúng. 

Phân sô" tối gián là phàn sô mà tứ và mẫu chỉ có ước chung là 1 và -1. 

b) Muôn quy dồng mẫu nhiều phân sô' (với mẫu dương) ta làm như sau : 

- Tìm một bội chung cùa các mẫu (thường là BCNN) đế làm mẫu chung. 

- Tìm thừa sô phụ của mỗi mẫu (chia mẫu chung cho từng mẫu). 

- Nhân tử và mẫu của mỗi phân số với thừa sô phụ tương ứng. 

c) Trong hai phân sô' cùng mẫu dương, phân số nào có tử lớn hơn thì lớn 
hơn. Muốn so sánh hai phản số khác mẫu, ta viết chúng dưới dạng hai 
phản số cùng mầu dương rồi so sánh các tử với nhau : phân số nào có 
tứ lớn hơn thì lớn hơn. 

3. Các phép tính về phân sô 

a) Muốn cộng hai phân số cùng mẫu, ta cộng các tử và giữ nguyên mẫu. 
Muốn cộng hai phân sô' khác mẫu, ta viết chúng dưới dạng hai phân số 
cùng một mẩu rồi cộng các tử và giữ nguyên mẫu chung. 

b) Muốn trừ một phân sô cho một phân số, ta cộng sô' bị trừ vởi số đối 
của sô trừ. 

c) Muốn nhân hai phân số, ta nhân các tử với nhau và nhân các mẫu với 
nhau. 

d) Muốn chia một phân sô hay một số nguyên cho một phân số, ta nhân 
số bị chia với sô nghịch đảo cùa số chia. 


37 





B. CÁC BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH 


1. Nhàn tử và mẩu của hai phân số và 4 lần lượt với 2, 3, 4, .... 8 ta 

9 9 

sẽ được những cặp phân sô mới. Hỏi trong số đó có bao nhiêu phân sô 

lớn hơn — nhưng nhỏ hơn - mà mẫu chỉ có 1 chữ số ? 

9 9 

2. Viết số 100 dưởi dạng một hỗn số với sáu chữ số 9. 

3. Cho phân số Hãy tìm số n sao cho khi cộng mẫu với 11 Ó và lấy 

F 47633 

17 

tử trừ đi nó rồi rút gọn sẽ được phân sô tối giản 

4. Nói phân số — là tối gián nếu a là số nguyên tố thì đúng hay sai ? 

94 

Cũng hỏi như thế với phân số và b là số nguyên tố. 

175 


5. Biết rằng biểu thức : 


1.2.3 + 2.4.6 + 4.8.12 + 7.14.21 a 
1.3.5 + 2.6.10 + 4.12.20 + 7.21.35 ~ b' 


Tìm phân sô' 4" 
b 

6. Viết phân số — dưới dạng một số thập phân. Có nhận xét gì về số 
thập phân đó ? Chữ số thập phân thứ 100 sau dấu phẩy là chữ số gì ? 

3 1 

7. Tìm nàm phản sô' nhỏ hơn — và lớn hơn 4- 

8 5 

8. Cho hai phân số 4r-r và Tìm số nhó nhất mà khi chia cho mỗi 

396 297 

phân sô ta được các sô tự nhiên. 

9. Tìm hai phân số biết rằng hiệu cùa chúng bằng 44^ và nếu tầng 

3 

phân sô bé lên 7 lẩn thì hiệu sẽ bằng 10---- 


10 . 


Phái chia 5115 quá cam thành bao nhiêu phần đế phần thứ nhất bàng 
4 phần thứ hai, phần thứ hai bằng -4 phần thứ ba, phần thứ ba bàng 
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phần thứ tư, v.v..., biết rằng theo cách chia này thì phần thứ năm 
được 80 quá cam. 



11. So sánh hai phân 


47 4747 

số — và —- — . Rút ra nhận xét đẽ chứng tỏ rằng 
73 7373 

tại sao hai phân so sau lại băng nhau : —— và 

411 411411 

12. Tinh nhanh các biểu thức sau : 

111111 1 1 
a 20 + 30 A 42 + 56 + 72 + 90 + 110 + 132 

b) 4 , 4 4 , 4 4 

5.7 + 73 + 9.11 57.59 + 59.61' 

13. Tính nhanh : 

120 - 4.40.5.4.20.4 - 20 

M - E l- -L -ầ 

1 + 5 + 9 + ... + 33 +37+ 41 


-JL-h 
1111111 


6 

222222 


14. Chứng tỏ rằng biểu thức : 


Íi9 + ÌH_Ị2_Ị2 r 3 + JL + JL'| 

__7 25 71 . " 13 + 19 101 124 242 423 

4 + í_JL_-i. 5 + A + A + _L_ 237373735 

V 7 25 71 + 13 + 19 + 101 i 


có giá trị 1476. 

15. Mầu cùa một phân sô lớn hơn tử là 14. Sau khi rút gọn ta được phân 

sỏ’ . Tìm phân sô khi chưa rút gọn. 

1000 

ltí. Hai bà A và B mua hai rồ xoài. Rổ của bà A còn thiếu 4 quả thì bằng 

ị số xoài của hai rô. Rổ cùa bà B bằng ị số xoài của hai rổ và thêm 
5 2 

16 quá. Hói các rổ xoài cùa hai bà mua có mấy quả ? 

17. Có ba vòi nước cùng chảy vào một cái bể. Nếu mở vòi thứ nhất và vòi 

3 

thứ hai cùng chảy trong 6 gỉờ thì đầy -- bể. Nếu mở vòi thứ hai và thứ 
5 

. 7 

bu cùng chảy trong 5 giờ thì đầy — bê. Nếu mớ vòi thứ nhất và vòi 

thứ ba cùng chay trong 9 giờ thì đầy 4 bể. Hỏi nếu mớ cả ba vòi cùng 

4 

chảy vào bể thì sau bao lâu bế sẽ dầy nước ? 
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18. Tính giá trị cua biểu thức : 1 


19. Bạn Nguyên đi xe đạp từ A đến B gồm một đoạn lên dốc, một đoạn 

nằm ngang hết 2 giờ và lúc trỏ về hết lỉ giờ. Vận tốc khi lên dốc là 
6 

8km/h, khi xuống dô'c là 18km/h và trên đoạn nằm ngang là 12kin/h. 
Hòi quãng đường AB dài bao nhiêu kilômét ? 

20. Tính giá trị của A biết rằng : 


21. Tìm giá trị của p đề phân sô' -P -y bằng một số tự nhiên. 

p - 3 


1 2 3’ 


Sau khi quy đồng mẫu và 


p - 2’ p - 1 

cộng chúng lại, hãy chứng minh rằng nếu p là số nguyên tô' lớn hơn 2 
thì tử của phân sô' tổng tìm được chia hết cho p. 

23. Tìm bô'n sô' nguyên dương p, q, r, s sao cho : 

Ỉ + Ị + Ỉ + Ị = 1. 

p q r s 


9.8 < 9.8' 


c. CÁCH GIẢI VÀ LỜI BÌNH 

- t . a . , 7 8 _ 7.2 8.2 7.3 _ 8.3 

1. Lưu ý rằng r < _ > từ đó < ~-Ị-, 

9 9 9.2 9.2 9.3 9.3 

.._ .. ỵ _7.2 14 nn 

tìm phân sỏ nâm giữa 

mà mẫu chỉ có 1 chữ sô', v.v... 

, 7 Ị 

Ta hãy nhân tử và mâu của và 


21 24 , , 22 23 

- với 3 được cặp phân sô' —■ và -2—, cả hai phân sô' nằm giữa và —~ 

27 27 24 27 

đều tối giản, nên không thể rút gọn đế có phân sô' mà mẫu chỉ có 1 
chữ số; 

- với 4 dược cặp phân sô — và —, từ đó tìm được phân sô , ( đà 

36 36 36 6 


xét ớ trên); 




, , . .. 35 , 40 ... .... ,_. , 36 4 

xới 5 được cặp phản sô — và —, từ đó tìm được phân sỏ — = — ; 

45 45 45 5 

... „ , . , . .. 42 . 48 ... 3, .. .. . _ , _ a . 45 5 , , A 

xới 6 đươc cặp phản sô — và —, tứ đó tìm được phân sô — —, (dã 

v 54 54 54 6 


. „ ._. _. , 49 A 56 ,, .... ._, „ 54 6 . 

xới 7 đươc cặp phân số -H- và —từ đó tìm được phân sô — = — ; 

63 63 63 7 

„ 0 ,_. _ „ 56 ..... 64 .. . . _ . ... 60 5 

xó '1 8 dươc cặp phân sô —- và —. từ đó tìm được các phản sô — = — 

y 72 72 72 6 

.. , . . 63 7 

(la xét ớ trènt và — = —. 

* 72 8 

Tóm lại tất cá có 4 phân số thỏa mãn đề bài là : 4, 4, 3 và 4- 

5 6 7 8 

Lời binh : Xét thêm bài toán sau : 

. 5 11 4 

'Tỉm ba plián số theo thứ tự bằng ba phân số —h- sao cho hiệu 

8 20 15 

cửa mẫu và tứ của mỗi phân số đều bàng nhau, ngoài ra hiệu đó có 
giá trị nhỏ nhất". 

0 dây có hai yêu cầu : hiệu bằng nhau, hiệu đó có giá trị nhó nhất. 
lưu ý là ba phân số đã cho đều tối gián nên các phân sô’ phải tìm đều 
a _ 5k c llm e _ 4n 

co ‘ ạng : b 8k d _ 20m’ g - Ĩ5n' 

Theo đề bài ta phải có : b - a = d - c = g - e, và các hiệú này phải có 

giá trị nhỏ nhất. 

Khu thế : 8k - 5k = 20m - lim = 15n - 4n, 

hay 3k = 9m = lln = p, với p = BCNN(3, 9, 11) = 99. 

Suy ra : k = 33, m = 11, n = 9. 

. . 165 121 36 

y 264’ 220 135 

Trước hết ta nhận xét rằng 100 = 99 + 1. Như thế còn thiêu bôn chữ 

99 

sì 9 mà ta có thê thay 1 bàng phân số —X. 


Lời bình : Nếu bài ra yêu cầu "viết số 55 dưới dạng một tổng với năm 
chừ số 4" thì viết như thế nào ? 

Tương tự như trên, ta nhận xét rằng : 55 = 44 + 11. Như thế còn thiếu 


41 




ba chữ số 4 nửa, do đó phái tìm cách viết 11 dưới dạng phân số vớii ba 

44 

chữ số 4. Cách viết như sau : 11 = ——. 

4 

44 

Vậy : 55 = 44 + 

4 

, . 17 

3. Ta nhận thấy ràng với phân số tối giản ^ thì tồng 17 + 83 = uoo. 

Còn với phân số đã cho thì tống 52 367 + 47 633 = 100 000- Ta 

47 633 

lại biết thêm rằng : Tống cùa tử và mẫu cùa phân sô đã :ho không 
thay đổi nếu ta trừ tử đi một sô bất kì và cộng số đó vào mẫu 
Ta có : 100 000 : 100 = 1000, đây là số mà phân số thu đưcc phải rút 

gọn cho nó đê được dạng tối gián. 

1000.17 = 17 000, đây là tứ cua phân số thu được, do đó : 
n = 52 367 - 17 000 = 35 367. 

52367-35367 17 000 17 

47 633 + 35367 83 000 83 


• Lời bình : Nếu bày giờ "cho phân sô ——— và yõu cầu tin số m để 
605 

phản số ———— sau khỉ rút gọn sẽ cho phân số tối giản thì ccách 
605 ~ n 5 

giải như thệ nào ? 

Trước hết ta tính tổng của tử và mầu cùa phân số đã cho đưọc : 

203 + 605 = 808. 

Khi cộng vào tử đồng thời trừ đi mẫu một sô' nào đó thì tổng cua ttử và 

3 

mẫu không đôi, mà tống cùa từ và mẩu cùa phân số tối gián J là : 


3 + 5 = 8 * 808. 


Như vậy ta đã rút gọn phán số cho số 808 : 8 = 101 để được phân siô': 


3 3.101 _ 303 

5 ~ 5.101 “ 505' 


s iy ra số n = 100 (vì 


203 + 100 
605 - 100 


303 
505 1 


4. 


Vỏ ; phân số — ta hãy lây a = 2 dược phân số — không phải líà tối 
94 94 H 

. .47 1 

gián, nhưng nếu lấy a = 47 thi dược phân s ° ~ 2 ^ tồ gián.. 
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b - 5 1 

Với phàn số 777 ta hãy lấy b = 5 thì được phân số 777 = -77 là tố 
175 ’ 175 35 

, ,7 1 

giản, hoặc nếu lấy b = 7 thì được phân sô ~ cũng là tối giản. 


• Lời bình : Cho phân số 7 tối giản, 

b 

aj Nêu cộng thêm 1 thi có được phân số tối gián không ? 
b) Phăn sô' bù với nó để thành 1 có tối giản không ? 

Nếu phân số 7 tối giản, tức là ƯCLN(a, b) = 1 thì : 

b 

cl 3 I Ịj 

aí Phân số 7 + 1 = — 7 — cũng tôi giản, vì ƯCLN(a + b, b) = 1; 
b b 

b) Phân số 1 - 7 = -" - 7— cũng tối giản, vì ƯCLN(b - a, b) = 1. 
b b 

Vi dụ : Với phán số tối giản 7 ta có : phân số 7 + 1 = 7 tối gián và 
5 5 5 

3 2 

phân số 1 - 7 = 7 cũng tối giản. 

5 5 

• Có thê chứng minh rằng điều ngược lại không thế xảy ra như sau : 

Giả sử k ~ a không tối giản, tức là - k ~ a có thế rút gọn cho k > 1, khi 
b b 

đó L) - a = km, và b = kn (với m, n tự nhiên và n > m). Suy ra : 

b - (b - a) = k(n - m), hay a = k(n - m). 

Theo trên thi b = kn và a = k(n - m), tức là a và b cùng chia hết cho 

k > 1, điều này vô lí vì theo đề bài phân số 7 là tối giản, tức là 

b 

Ị} _ Q 

ƯCLNla, b) = 1. Vậy điều giả sử trên là sai, do đó phân số —-— là 

b 

phân số tối giản. 

Ngoài ra, cần lưu ý thêm là : "Nếu phân sô 7 là tối giản thi phấn sô 

b 

đáo ngược — cũng tối giản", vì ƯCLN(a, b) đều bằng 1. 
a 

•5. Vân đề chi là đặt thừa số chung ở tử và mầu đề trong ngoặc được biểu 
thức giống nhau ở cả tử và mẫu, sau dó rút gọn. 

„ , 1.2.3.(1 + 2.2*2 + 4.4.4 + 7.7.7) 1.2.3 2 

1 ii có : ———-———-—————— = ——— = —. 

1.3.5.(1 + 2.2.2 + 4.4.4 +7.7.7) 1.3.5 5 
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> Lời bình : Với biểu thức 
gọn như thể nào ? 


1.2 + 2.4+ 3.6 + 4.8 + 5.10 + 6.12 
3.4 + 6.8 + 9.12 + 12.16 + 15.20 + 18.24 


1(2 + 8 + 18 4-32 + 50 + 72) = 1 
6(2 + 8 + 18 + 32 + 50 + 72) ‘ 6' 


6. Khi chia 1 cho 7 ta được sô thập phân vô hạn tuần hoàn với cnu ki 
gồm 6 chữ số là (142857). 

Vì 100 = 6.16 + 4 nên chữ số thập phân thứ 100 sau dấu phẩy chính lá 
chữ số thứ tư cúa chu kì, tức là chữ số 8. 

• Lời bình : Nếu câu hỏi là : "Chữ số thập phân thứ 2012 là chữ số lào ĩ 
Cũng hỏi như thế với phân số — 


Cách giải sẽ như sau : 

Vì 2012 = 6.335 + 2 nên chữ số thập phân thứ 2012 sau dấu phẩy là 
chữ số thứ hai của chu kì, tức là chữ sô' 4. 

Với phân số ~ ta làm phép chia đế đổi nó ra số thập phân vô hạn sau : 

18 Ị 7 ■ 

40 12,57142857... 

50 

10 

30 

20 

60 

40 

50 


Kết quả ta được số thập phân vô hạn tuần hoàn với chu kì gồm 6 chừ 
số là 571428. Theo trên thì chữ sô thập phân thứ hai sau dấu phây lá 
chữ số thứ hai ciia chu kì tức là chữ số 7. 


7. Trước tiên ta nhận xét rằng : 


Nếu - 


■ thì - 


1 + 3 3 

’ < 5 + 8 < 8 

•ì < < —, ta được phân số thứ nhất — ; 

5 5 + 13 8 18 


: —- ta được phàn số thứ hai — ——■ = ; 

18 5 + 18 23 


Xét tiếp g < ^ ta được phân số thứ ba - 
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Xét tiếp — < — ta được phản số thứ năm - 


« Lời bình : Xét thêm bài toán : 


Các phân sô đã cho khá lớn, nhưng nếu ta đật a = 368 972 và b = 764 797 

thì được phân số thứ nhất ặ. còn phán sỏ thứ hai là y Cuôi cùng 
b b + 7 

chi cần so sánh hai phân số này bằng cách xét hiệu của chúng, tức là 

... , a a + 3 7a - 3b 
xét hiệu - 


a a + 3 _ 7a-3b 
b b + 7 ~ b(b + 7) 


Ta có : 7a > 7.360 000 = 252.10 000, còn 3b < 3.770 000 = 231.10 000. 

. a + 3 
S0 b + 7 

8. Ta có : BCNNC35, 28) = 140 và ƯCLN(396, 297) s 99. 


Nhơ V 


, 140 , . , 

Do đó phân sô là sô nhó nhất trong tất cả các sô mà khi chia nó 


cho mỗi phân s 


ta được các số tự nhiên. 


„„ .. ,. e 140 35 in . 140 28 

Thật vậy ta có : '■ rrr = 10 và : —- = 15. 

99 396 99 297 

> Lời bình : Nếu đối bài ra như sau : 

"Cho hai phân Ĩ Á 8 ^ 

Hố cho số đó ta dược các sổ tự nhiên. ẫ ' thì cách giải tương tự sau đây : 

BCNN(35, 15) = 105; ƯCLN(8, 18) = 2. 


cho nó ta được các số tự nhiên. 
Thật 


8 2 , 18 2 
■— : —~ = 28 và -rr:-r- = 27. 
15 105 35 105 


.. 89 143 623-143 480 240 ... 

9. Hiệu hai phản sô đã giảm đi —-— =-—-= —— = —— khi 

2 14 14 14 7 

240 

tống phàn số bé lên 7 lần, tức là —— bằng 6 lần phân sô' bé. 
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Vậy phân số bé là : -y- : 6 = 

. ' .. .. . 40 89 80 

Phân sô lớn là : —— + —— = -— 
7 2 


— -5Ẽ 

+ 623 _ 703 _ 50 _3_ 
14 14 14 


Lời bỉnh : Nếu đối bài ra là 

"Tim hai phân số biết ràng hiệu cửa chúng bàng và nếu tăng 
751 

phân số lớn lên 5 lần thì hiệu bàng thì cách giải sẽ như sau : 


751 7 744 

Hiệu đã tăng lên : —-— = —— khi tăng phản sô' lón lên 5 lần, tức 

10 10 10 

744 - . _ 744 186 

là —— bằng 4 lân sô lớn. Do đó phản sô lớn là : —: 4 = —- 

10 10 10 

. . . . 186 7 179 

và phản sõ bé là : —— - —- = ——. 

10 10 10 

10. Do phần thứ năm có 80 quả cam nên phần thứ tư có 80 : 2 = 40 (quá), 

phần thứ ba có 40 : 2 = 20 (quả), phần thứ hai có 20 : 2 = 10 (quá) và 

phần thứ nhất có 10 : 2 = 5 (quả). 

Tương tự, phần thứ sáu trớ đi có 160 quá, 320 quả, 640 quá, 1280 quà, 
2560 quả, 5120 quả, v.v... 

Riêng phần thứ 11 có 5120 quả lớn hơn sô' quả 5115 đã cho nên không 
thê chia thành 11 phần được. Ta thứ xem có thế chia thành 10 phần 
hay không. Ta có : 

5 + 10 + 20 + 40 + 60 + 80 + 160 + 320 + 640 + 1280 + 2560 = 5115 (quả). 
Vậy số cam được chia thành 10 phần và phần thứ 10 này có 2560 quá cam. 

• Lời bình : Có thê giải cách khúc như sau : 

Gọi sô' cam ở phần thứ nhất là c thì ta có tổng : 

c + 2c + 4c + 8c + 16c + ... = 1023c. 

Trong tông này, kế từ sô' hạng thứ ba đều bằng tổng các số hạng đứng 
trước nó cộng thêm c, do đó số hạng cuối cùng là ts - 5i2c. 

Kéo dài dãy số c, 2c, 4c, 8c, 16c, 32c, 64c, 128c, 256c, 512c ta sè được 
512c là số thứ 10. 

Vậy sô cam dược chia thành 10 phần. 

11. MC : 7373, mà 7373 = 73.101. Do nhận xét đó ta có : 

4747 _ 47.101 __ £7 
7373 = 73.101 " 73 ' 
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...... .... 61 61.1001 

'1 ương tư ta có thê viêt : —— = —— - 

411 411.1001 


61061 

411411 


• Lời bình : Dựa vào nhận xét trên, 


. , , , 31 3131 , . .. 7 . .. 54 . 

1 sánh hai phán sò ——— và hai phân sô 

77 7777 455 


54 054 054 
455 455 455 


3131 _ 31.101 31 54 054 054 _ 54.1001001 = _54_ 

7777 " 77.101 = 77 ■ 455455455 “ 455.1001001 “ 455' 


12. a) Ta hãy biếu diễn mỗi phân sô thành hiệu hai phản sô như sau : 

_Ị_ _ 1. _ 1 _1_ 1 1 
20 " 4 5’ 30 ” 5 6’ 

Như vậy tống đã cho có thê viết : 

111111 1 1 
20 + 30 + 42 + 56 + 72 + 90 + 110 + 132 

1 1 1 _ 1 . 1_ 1 1 _ 1 1 _ 1 1. __1 JL_L + i_L 

4 5 + 5 _ 6 + 6 7 + 7 8 + 8 9 + 9 10 + 10 11 + 11 12 

1 _ J_ 3-1 _2l = Ì 

4 12 12 12 = 6 

b) Tương tự như trên ta có : 

4 4 4 4 4 

57? + 74) + Õĩĩ + ' + 57.59 + 59.61 
2_ 2 2 2 2_2_ 2 _2_ 2_2_ 

5 7 + 7 9 + 9 11 + ' + 57 59 + 59 61 

2 _2_ 122-10 _ 112 

~ 5 61 ~ 305 305' 

• Lời bình : Dựa theo cách trên, hãy tinh các tổng sau : 

L 1 J_. + 

c 2 6 12 72 90 ’ 

1 ,7.9 + 3.21.27 + 5.35.45 + 7.49.63 
al 1.3.5 + 1.9.15 + 5.15.25 + 7.21.35 ' 

Ta có : 

c> Thay - = — - ì; Ậ = Ậ - Ạ; v.v..., biểu thức đã cho trở thành : 

2 1 2 6 2 3 

1 Ì + I_I + I_I + + I_J_ = 1 _Ị_-A 

1 2 + 2 3^3 4 9 10 - 10 ” 10' 

1.7.9.11 + 3.3.3 + 5.5.5 + 7.7.7) 1,7.9 3 

1.3.7.(1 + 3.3.3 + 5.5.5 + 7.7.7) 1.3.7 
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13. Ta có thê viết : 


M = 

N = 


120 - í ị ịl.(5.20>.f 40-ị Ị - 20 
u 5 J l 4 j 
1 + 5+ 9 + ... + 33+ 37 +41 
10 101.6 10 101.6 _ 10 101.7 

ĩĩĩ ĩĩĩ + 222222 111 111 ' 


120 - 100 - 20 
1 + 5 + 9 + ... + 33+ 37 +41 


Quy đồng mẫu : 222 222 được : 


10 101.12 + 10 101.6-10 101.14 
222 222 


Vậy 


N = 


10 101 
222222 


(12 + 6 - 14) = 


10 101.4 _ 4_ _ 2_ 
222 222 ~ 22 " 11 


(vì 222 222 = 22.10 101). 

Lời bình : Tương tự, "tính nhanh : 

a) p= 3— 4— - 1 _ jL . 

a 201 í 2013 201í 2013 2013’ 

b) Q = 8006.80 058 005 - 8005.80 068 006:" 

Ta có cách giái sau : 

a) Đặt = m, = n ta có ngay giá trị của p bằng : 
2011 2013 


p = (3 + m)(4 + n) - (2 - m)(6 - n) - 5n = lOm, tức là p = — 

2011 


b) Đặt 8005 = p thì 8006 = p + 1. Biêu thức Q có thê viết gọn nhi’sau : 
Q = (p + D.lOOOlp - p.lOOOhp + 1) = 0. 


Vậy Q = 0. 

12 1 

14. Trước tiên lưu ý viết mỗi phán số như thành một tích 12.^. Ngoài 

ra cần rút gọn phán số cuôi bằng cách vận dụng tính chất chia hết đê 
viết tử và mẫu thành một tích rồi rút gọn nó : 


124 242 423 _ 3.41414 141 _ 3.41.1010 101 _ ỊUJL 
237373735 - 5.47 474 747 ~ 5.47.1010 101 ~ 5.47 


Với điều lưu ý trên ta làm phép tính như sau : 

í I2Í1 + ~ ~ ~rì 4 1 + V7' + 777 + TỈrì 

ị I n OK 71 I I 13 19 101 ) 


_l_ x ; 
71 j 


’ 13 + 19 + 101J 


3.41 

5.47 


= 564. I ~ = 12.47.5. : 

V 4 5 ) 5.47 5.47 


12.3.41 = 1476. 
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i bình : Tương tự như trên, ta có bài toán : 


Chứng tỏ biếu thức : 


h 13 + 169 + 91 505 505 505 

6 6 6 711 711 711 


Cũng như trên ta tính giá trị phân 


. 505 505 505 _ 505.1001001 _ 505 
' 711 711 711 ~ 711.1001001 “ 711’ 


i tính giá trị của biếu thức trong ngoặc bằng cách lưu ý đến đặc điếm 
a tứ và mầu đê có thế tính nhanh. Ta có biểu thức trong ngoặc bằng : 

s ( 1 + i + l + JLl 

l 7 289 85 J 12 0 x { 13 169 9lJ 5 


11 1 ì 4 


ức là biếu thức trong ngoậc có giá trị là 3 : — a 3.^ = - 
6 5 

Vậy biểu thức đả cho bây giờ trớ thành : 

158 18 |0^ = 7^2^101 = 2 2 101 = 404 
5 711 5.9.79 

15». Hiệu số phần của mẫu và tử là : 1000 - 993 = 7. 


Vậy phản số khi chưa rút gọn là : ■ 

2000 

Thứ lại : mẫu hơn tử là 2000 - 1986 = 14, sau khi rút gọn cho 2 được 


• Lời bình : Sau đây là bài toán tương tự : 

Mầu của một phân số lớn hơn tứ là 3521. Sau khi rút gọn ta được 

,4 

olián số Tìm phân sô khi chưa rút gọn". 


Ta giái cách khác như sau : 
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(mẫu 11 phần) 
(tử 4 phần) 


Trước khi rút gọn phân sô’ đã cho có dạng —— (k tự nhiên). Vì vậy 

llk 

nếu mẫu được chia thành 11 phần bằng nhau thì tử bằng 4 phẩn đó, 
và hiệu giữa mẫu và tử bằng 3521 và bàng (11 - 4) phần đó. 


Suy ra tử phái tìm là : — .4 = 503.4 = 2012. 

11-4 


Mầu là : 2012 + 3521 = 5533. 
Vậy phân sô phải tìm là : . 


(Thử lại : mẫu hơn tủ là 5533 - 2012 = 3521, phân số rút gọn cho 503 

đươc 2012 - 503 4 _ JL), 
ọc 5533 " 503.11 ” 11 

16. Ta có sơ đồ minh họa bài ra như sau : 


Hai rổ xoài I V - i -1- i -— t — 

Rô bà A 

Rô bà I? ÌÌHtó- t-— 


Số xoài ớ rô bà B là : 16 X 2 + 4 = 36 (quá) 

Số xoài ớ rô bà A là : (36 - 4) : 4 - 4 = 4 (quả). 

Lời bình : Tương tự ta giải bài toán sau : 

"Ba bà A, B, c chung nhau mua một thúng táo. Bà A mua ^ s<õ táíO và 

8 quá, bà B mua số táo còn lại và 8 quả bà c mua sô 'láu còm lại 

lần thứ hai và 8 quả cuối cùng. Hỏi mồi bà đã mua bao nhiêu quá tảo> ?" 

Ta có sơ đồ minh họa bài toán : 


Sô quá táo 
Số táo bà A mua 
Sô tảo bà B mua 
Sỏ táo bà c mua 



8ỴH 

8quá 







2/3 số táo 




2/3 so tao 
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Loại toán này khi giai phái tính ngược từ dưới lên, tức là tính từ số 
táo mà bà c mua cho đến sô táo bà A mua. 

SỐ táo còn lại sau khi bà B mua là : = 12 (quả) 


Sô' táo có lúc đầu (khi chưa mua bán) là : 


(30 + 8).3 
2 


= 57 (quả) 


Vậy bà A đã mua 57 - 30 = 27 (quá), bà B đã mua 30 - 12 - 18 (quá) 
và bà c đã mua 12 quá. 

(Thư lại : bà A đă mua (57 : 3) + 8 = 19 + 8 = 27 quả, 

bà B đã mua (57 - 27) : 3 + 8 = 10 + 8 = 18 quá 

và bà c đã mua [57 - (27 + 18)1 :3 + 8 = 4 + 8 = 12 quả). 

3 

17. Biết vòi I và vòi II cùng chay trong 6 giờ thì đầy ^ bế thì hây tìm 

xe-.m trong 1 giờ hai'vòi làm đầy được bao nhiêu phần bế. Tương tự tìm 
xeon trong 1 giò' vòi II và vòi III, vòi I và vòi III làm đầy được bao 
nhiêu phần bế. Từ đó tính được cả 3 vòi trong 1 giờ làm đầy được mấy 
phần bể, suy ra thời gian cả 3 vòi cùng chảy làm đầy bé. Do đó ta có 
cách giải sau : 

3 1 

Trong 1 giò' hai vòi I và II chảy vào được ^ : 6 = — (bể); 

_ 7 7 

Trong 1 giò' hai vòi II và III chảy vào dược — : 5 = (bể); 

12 60 

3 1 

Trong 1 giờ hai vòi I và III cháy vào được — : 9 = -7- (bể). 

4 12 

Trong 2 giờ cá ba vòi cháy vào được : 

J_ + _L + J_ = 6 + 7 + 5 = 18 = _3_ ể 

10 + 60 + 12 60 60 10 6 ' 

3 3 

Tr ong 1 giờ cá ba vòi chảy vào được : ~ : 2 = — (bế). 


3 2 

Thời gian cả ba vòi cùng chảy làm đầy bế trong : 1 : = 6-L (giờ). 

Lori bình : 

a) Nếu câu hỏi bây giờ là : "Nếu vòi thứ ba chảy một minh thì sau buu 
lâu sẽ đầy bể ?‘ ẫ thì cách giái như sàu : 

Trong 1 giờ vòi III cháy vào được —-— = -ĩ- (bể). Vậy thời gian 

20 10 20 

mã vòi III chay một mình làm đầy bế trong : 1 : = 20 (giờ). 
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b) Một bài toán khác tương tự : 

"Ba tổ công nhân cùng rải nhựa một quăng đường. Nếu tố I và tò II 

3 

cùng làm trong 9 giờ thì rải được — quãng dường; nếu tổ II và tổ 

4 

7 

III cùng làm trong 5 giờ thì rải được ~ quăng dường. Nếu tổ III 

g 

và tổ I cùng làm trong 6 giờ thì rải được ^ quãng đường. Hái nếu 

cả ba tổ cùng làm thì sau mấy giờ sẽ rải nhựa xong quãng diíòng ?" 
Trước hết ta phải tính xem 1 giờ thì tồ I và tồ II, tổ II và tố III, tổ 
III và tổ I theo thứ tự rải nhựa được mấy phần quãng đường. Từ đó 
trong 1 giờ cá ba tổ cùng làm được mấy phần quãng đường đế đi tới 
thời gian cần thiết đế cả ba tổ hoàn thành công việc. 


Do tổ I và tố II cùng làm trong 9 Ễ 


vậy trong 1 giờ cả hai tổ rải được 


4 ^ 9 = 12 , ^ uàn ^ dườn ^- 


, 7 7 

Tương tự, trong 1 giờ tô II và tô III rải được : 5 = ~ (quãng 
3 1 

đường), tổ III và tổ I rải được — : 6 =8 Ỵ- (quãng đường). 

5 10 


Vậy cả ba tổ cùng làm trong 1 giờ sẽ rải được : 

í A + + Ai '• 2 = - + L ~ 6 : 2 = A (quãttg đư ờng). 

Ì12 60 10 ) 60 20 

Từ đó suy ra cả ba tố cùng làm thì sẽ hoàn thành công việc trong 
3 20 2 

thời gian 1 : (giờ) hay 6 giờ 40 phút. 

20 3 3 


18 . Đây là loại toán 'bậc thang" mà thực chát là thực hiện các phép cộng 
và chia phân số. 

Biểu thức đã cho lần lượt bằng : 



4 4 
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1 4 


1 


= 1 4 


1 




114 7 _ 18 _ _7_ 
11 “ 11 “ 11 ' 


7 + 4 11 

7 7 

• Lời bình : Tương tự, "hãy tính giá trị của biểu thức sau 
1 


1 + 


1 


Ta lần lượt có : 


1 


1 

h 12 + ĩ 

4 




1 


- = 24 


14-H 

17 


17 + 13 


30 

17 


2 H. 

30 


19. Gọi quàng đường lúc đi lên dốc là AM, lúc về xuống dốc là MA. Ta có 

11 5 

hiệu thời gian lên dốc và xuống dôc là : 2 - = £ giờ = 50 phút. 

6 6 

Trên cùng quãng đường AM đó thời gian tỉ nghịch với vận tốc nên : 

i=i=í dodó k4 

V vé 10 9 t vé 4 

9 

Suy ra thời gian đi lên dốc là : 50. -g = 90 (phút) 

90 

Quãng đường AM lên dốc là : 8 .-^7 =12 (km) 

60 

Thời gian đi trên đoạn nằm ngang là : 120 - 90 = 30 (phút) 

Quãng đường nằm ngang MB là : 12. ^ =6 (km) 


Vậy độ dài quãng đường AB là : 12 + 6 = 18 (km). 

Lời binh : Nếu đổi bài toán như sau : 

"Quãng dường từ A đến B gồm một đoạn lên dốc AM và một đoạn xuống 
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7 . 3 

dô'c M23. T/ỉờỉ gian đi từ A đến B hết I~ giờ và trở về hết 1- giờ. 

Biết ràng vận tốc khi lẽn dốc là l‘2kmlh và khi xuống dốc là 20kni/h. 
tinh quãng dường AB." thì cách giúi cũng sẽ tương tự. 

Thật vậy, cả đi lẫn về quãng đường lên dỗc M 

là AM + BM và quăng đường xuống dốc sẻ 

là MA + MB, hai quãng đường này bằng B 

nhau vì cùng bằng AB. 

Do thời gian tỉ lệ nghịch với vận tốc nên : t ' = -.— K = — = - 

***** v lèn 12 3 

Thời gian cả đi lẫn về hết : 1— + = 3-^ (giờ) = 200 phút. 

4 12 3 

Suy ra thời gian xuống dốc lúc đi và về là : .3 = 75 (phút). 


20. Ta tính giá trị của từng vế. 

Vế phải : A.64. Ịlỉ + 0,7õJ = A.64 jl| + ~j = A.64.^ = A.144. 

Vế trái : (3,75 : ị + 2^.1,251 - Ị.0,8 - 1,2 : ị) 

{ 4 5 J u 2) 

Í3Ẽ;I + iH 5W7 4 12 2] 

l 4 : 4 + 5 ■ 4) [2 5 10 3; 

= (H.Í + 3Ì-ÍH-í] =( 15 + 3)-2 = 16. 

4 1 ) u 5} 

Vậy ta có : A.144 = 16. Từ dó : A = 16 : 144 = ị. 

9 

• Lời bình Có thế giải thêm bài toán tương tự sau : 

, "Tính giá trị biểu thức 

\s,75 : ị-eị.0,3 ị^ + 0 ’ 5 ~Tĩ} 2 ị}' 
„47 4 3 [20 _’_ 15) 7 


Cách giải như sau : 

Tính giá trị của biểu thức trong í I trước, ta có : 




.. 20 3 9 + 30 - 4 15 5 

3,75 : 0.25 - ~ ■— — - - - — „ 

_ 3 10 60 7 _ 15-2 _4 = 13_5 = £7 

21 2 4 2 2 2 2 8 8 

5 ' 7 + 5 
47 47 47 8 

Vặy B = tức là B = 2. 

4 8 4 47 


Fa hây biến dối phân số đã cho thành một số tự nhiên cộng với một 
phân số như sau : 


3p + 24 (3p - 9) + 33 3(p - 3) 33 _ 2 33 

p- 3 p-3 p - 3 p - 3 p - 3 

33 

Do 3 đã là sô tự nhiên nên phân sô ——— phải là sô tự nhiên, như thê 
p -3 


p - 3 phái là ước của 33. Các ước cùa 33 là 1; 3; 11 và 33. 

Ta có : p - 3 = 1 khi p = 4 

p - 3 = 3 khi p = 6 

p - 3 = 11 khi p = 14 

p - 3 = 33 khi p = 36. 

Vậy khi p bằng 4; 6; 14 và 36 ta lần lượt có các số tự nhiên sau : 
3.4 + 24 


= 36; 


4-3 
3.14 + 24 


(Hoặc thay p - 3 vào 3 H 


6-3 
3.36 + 24 


36-3 
33 


132 

33 


được 3 + 33 = 36; thay p - 3 = 3 được 


f 11 = 14; thay p - 3 = 11 được 3 + 11 = 14 và thay p - 3 = 3 được 
h 33 = 36). 


Lài bình : Tương tự ta có bài toán sau : 

"Tìm t để phân số T = ——— là số tự nhiên." 

4t + 3 

Ta làm như trên và có : T = — — 6 ~Ề. = 2 + — . 

4t - 3 4t + 3 

Muôn T là số tự nhiên thì phân số -- -- phải là số tự nhiên, tức là 
4t+3 

4t + 3 phái là ước của 43. Do 43 là số nguyên tố nên nó chỉ có Hai ước 
là 1 và 43. 


Với 4t +3 = 1 thì T = 2 + 43 = 45 

Với 4t + 3 = 43 thì T = 2 + 1 = 3. 




22. Trước tiên ta thấy rằng nếu p là số nguyên tố lớn hơn 2 thì p - 1 là sỏ 
chẵn. Ta có thể tính tổng các phân sô đã cho băng cách nhóm sô hạng 
đầu với số hạng CUỐI, số hạng thứ hai với số hạng ngay trước số hạng 
cuối, v.v... 

1 + 1+ 1 | 1 Ị'1 ' 1 Wl | l j 1 , , 1 , l 

l + 2 + ' + p-2 + p-l U + p-lJ + U + p-2j + '" + p-1*p+l 

2 2 

p , p , , p 

l(p-l) 2.(p - 2) p_zl p + 1 
2 2 

Sau khi quy đồng mẫu với mẫu chung là : 

1 . 2 ... n~~ ' •lp - 2)(p - 1) 


ta được phân số : 


p.m 

1.2...(p - 2).(p - 1)’ 


trong đó m là sô tự nhiên nèo đó. 


Rõ ràng với mọi cách nhóm ta được phân sô tổng hoặc bằng 
—-— ■ 1311111 -— (với n là số tự nhiên) hoặc bằng một phân số sau 

1.2...(p - 2)(p - 1) 

khi rút gọn cho ước chung của tứ và mẫu, và sau khi rút gọn ở tứ vằn 
còn lại số p. Thật thế, vì p là số nguyên tố nên p nguyên tố cùng nhau 
với mỗi một trong các số 2, 3, 4, ..., p - 2, p - 1. Mà ở tử còn lại số p 
nên rõ ràng tử chia hết cho p. 

• Lời bình : Có thế giải bài toán tương tự sau : 

"Chứng minh ràng tích các phân số 



4 

( 2n - lf 


bằng 


1 + 2n 
1 - 2n 


với mọi sô tự nhiên n * 0." 


Ta có cách giải sau đây : 

... , , . .. ,, , 4 (2k -1) 2 - 4 (2k - 3)(2k + 

Trước hết ta nhận xét là 1--—— = —-———-— = -—-— 

(2 k-l)- (2k -1) 2 (2 k-l ) 2 

Lần lượt cho k = 1, 2, 3, .... n. rồi nhân các kết quả ta được : 


HH) 


-±\ 

25) 


(2n - l) 2 J 


(-1.3K1.5)(3.7).,.(2n -3K2I1 + 1) 
1.3 2 .5 2 ...(2n -l) 2 


_ -1.1.3 2 .5 2 ...(2n - 3) 2 .(2n - l)(2n + 1) _ -l(2n + 1) _ 1 + 2n 

1.3 2 .5 2 ...(2n -1) 2 ~ 2n - 1 ”l-2n' 


6 


2 n - 1 




) = :i, p = 4. 
'Iii’u p = 2 thi 


s. Thê thì p < 4 là số nhó nhâ't (vì nếu không thi 
và p cũng > 2. Vậy ta phái xét ba trường hợp p = 2, 


- = Ta lại thấy rằng q < 6 (nếu không thì 


q 

1 1 11^__ 

— + - + — < 7-) và q > 3. 
q r s 2 

Bây giờ trong đẳng thức — + — + — = ị ta thaỷ lần lượt q = 3, 4, 5. 6. 
q r s 2 

Xét tiếp r và s theo cách đánh giá p và q ớ trên. 

Ta lại xét hai trường hợp p = 3 và p = 4. Cuối cùng sẽ được 14 bộ bốn 
số l.p, q, r, s) phân biệt sau đây : 


(2, 3, 7, 42) 
(2, 3, 8. 24) 
<2, 3, 9, 18) 
(2, 3, 10, 15) 
(2, 3, 12, 12) 


(2, 4, 5, 20) 
(2, 4, 6, 12) 
(2, 4, 8, 8) 
(2, 5, 5, 10) 
( 2 , 6 , 6 , 6 ) 


(3, 3, 4, 12) 
(3, 3 6, 6) 
(3, 4, 4, 6) 
(4, 4, 4, 4). 


<• Lời bình : 

a) Bài toán này liên quan đến câu chuyện cố về "di chúc chia lạc đà" 
sau đây : 

"Một ông già có ba người con trai. Khi ông mất đã đề’ lại di chúc về 
việc chia 17 con lạc đà như sau : chia cho người con thứ nhất ^ số lạc 


đà, cho người con thứ hai - 


Rõ ràng nếu cứ thực hiện đúng thì người con thứ nhất được 

]7 1 17 2 , 

= 8— (lac dà), người con thứ hai được — = 5— (lạc dà) và người 
2 2 33 

con thứ ba được — = 1— (lạc đà). Làm sao mà chia được 1 con lạc 
9 9 

đà thành 4. T ? 

2 3 9 


Nếu ta cộng ba phân số — + - + — = — thì thày ngay nếu có 18 lạc 
2 3 9 18 ■ 

dà thì việc chia sẽ râ't dễ dàng, điều đó giải thích tại sao lại mượn 
ttiêm 1 con lạc đà cùa hàng xóm, rồi chìa xong lại trả lại con lạc dà 
đó. 
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b) Nếu s chia hết cho p, q, r thi bài toán chia lạc đà có thế là trường 

hợp đặc biệt cùa đẳng thức sau đáy : — + -§ + — = s - 1 
p 2 r 

(s là sô' lạc dà 18 con, còn s - 1 là 17 con lạc đà). 

Đáng thức trên lại có thẻ viết dưới dạng : — + Ỉ + Ỉ + — = 1. 

p 2 r s 

Ở đây s phải chia hết cho p, q, r cho nên so với bài toán đã cho lúc 
đầu thì chi có 12 bộ bốn sô' (p, q, r, s) phân biệt (chứ không phái 14 
bộ), tức là loại*đi hai bộ (2, 3, 10, 15) và (3, 4, 4, 6) vì s = 15 không 
chia hết cho 10 và s = 6 khóng chia hết cho 4. 

Đô'i với câu chuyện cố về "di chúc chia lạc đà" thì đó là bộ bốn sô' 

(2, 3, 9, 18) mà ị + ị + ị + A = 1. 

2 3 9 18 

D. Đố BẠN GIẢI ĐƯỢC 

1. Bôn vòng vành khuyên (hình 4) 

Hãy sắp xếp các số trên mỗi vòng vành khuyên sao cho tống các sỗ ớ 
mỗi vòng sáp xếp theo 1 bán kính đều bằng nhau và bằng bao nhiêu ? 
(điền kết quả vào dấu ?) 



2. Vẽ hình chỉ bằng một nét 

Cho hình 5. Bắt. đầu từ A hãy vẽ hình này chí bằng một nét. 




§ể. I ẶD l!Ị I sẽ NGUyÊN cc ci LẠ ĩ 


A. KIÍÍN thức cần nắm Vững 

1. Tập hựp các sô nguyên 

a) Các số tự nhiên khác 0 còn được gọi là các số nguyên dương; Các số -1, 

2, 3, ... là các sô nguyên âm. 

Tập hợp gồm các sô nguyên âm. sô 0 và các sô nguyên dương là tập 
hợp các sô nguyên, kí hiệu là z. 

b) Mọi số nguyên dương dều lớn hơn sỏ 0; 

Mọi số nguyên âm đều nhò hơn số 0; 

Mọi SÔ nguyên âm đều nhó hơn bất kì số nguyên dương nào. 

c) Giá trị tuyệt đối : 10 I =0; ì 7 I =7; 1-7 Ị =7. 

Trong hai sô nguyên âm, số nào có giá trị tuyệt đói nhó hơn thì lớn 
hơn. Hai sô' dôi nhau có giá trị tuyệt đối bằng nhau. 

2. Cúc phép tính về sô nguyên 

a) Cộng hai sô nguyên dương chính là cộng hai sô tự nhiên khác 0. Muốn 
cộng hai số nguyên khác dấu, ta tìm hiệu hai giá trị tuyệt đối (số lớn 
trừ số nhỏ) rồi đặt trước kết quá dấu cùa số có giá trị tuyệt đối lớn hơn. 

b) Muốn trừ sô nguyên a cho số nguyên b, ta cộng a với số đối cúa b. 

c) Muốn nhân hai sô' nguyên khác dâu ta nhân hai giá trị tuyệt đối rồi 
đặt dấu " trước kết quá. 

Muôn nhân hai sô' nguyên ám ta nhân hai giá trị tuyệt đối của chúng. 

3. Quy tắc dấu ngoặc và quy tắc chuyển vế 

a) Khi bỏ dấu ngoặc có dấu dàng trước, ta phải dối dấu tất cả các sô 

hạng trong dấu ngoặc. 

Khi bó dâu ngoặc có dấu "+" đàng trước thì dấu các sô hạng trong ngoặc 
vẫn giữ nguyên. 

b}) Khi chuyền một sô' hạng từ vế này sang vê' kia cúa một đẳng thức, ta 
phái dôi dấu sô' hạng dó. _ 

B. CÁC BÀI TOÁN DIỂN HÌNH 

1* Câu nào đúng, câu nào sai ? 

a) Mọi sô nguyên đều là sô tự nhiên. 

b) Sô' tự nhiên là số nguyên dương. 

c) Sô nguyên không phái là số tự nhiên là sô' nguyên âm. 





d) Nếu p lá sô tự nhiên và q là sô' nguyên sao cho p > q thi q là sô ảm. 

e) Nếu Iml = ịnl thì m = n. 

22 

2. Viết : a) Năm số nguyên nhỏ hơn mỗi số sau ; -15; -3,5; 

b) Năm số nguyên âm lớn hơn mỗi số sau : -7; -8,55; ~9g. 

3. Viết sô liền trước và số liền sau các sô đối của 44, 70, —12. 

4. Tính tổng các số nguyên p biết : 

a) -8 < p < 5 b) -11 < p < -7. 

5. Bỏ dấu ngoặc và rút gọn biểu thức : 2a - (-b + c) + a - (-2b - c). 

Sau đó kiểm tra kết quả với a = -5, b = -1, c = 4. 

6. Tính nhanh : 

a) (173 - 914) - (-127 + 86) 

. 5 f 1) Ị ì) ( 3W 7 ì [ 2 ì 4 

] 2012 4 [ 9 .J + i 2) l. õj i 18 J V 7 J + 35' 

7. Chứng tỏ rằng : 

a) Tống cùa năm số nguyên liên tiếp chia hết cho 5. Cho vi dụ. 

b) Tông cùa bảy số nguyên liên tiếp chia hết cho 7. Cho ví dụ. 

8. Có hay không : 

a) Hai số nguyên khác nhau mà số này chia hết cho sô kia và ngược lại ? 

b) Số nguyên mà bình phương bằng chính nó ? 

c) Sô' nguyên mà lập phương bằng chính nó ? 

9. Cho A = a(b - c) - b(a - c) và B = b(a - c) - a(b + c). 

Tính tổng A + B và hiệu A - B. 

10. cho M = 

(-l).(-l) + 3 

và N - (-l).(-2) + (-3U-4) - (~2).(-3) 

(-2).(-3) : (-1) - (—3).(—2) : (-6) + (-2) 

Tính tống M + N và hiệu M - N. 

11. Giải thích tại sao tổng của t số lẻ liên tiếp lại chia hết cho t. Cho ví dụ. 

12. Tính nhanh : 

a) (-312X213 - 70) - 213(70 - 312) 

(_ 4 

b) <0,8.7 + 0,64). 1,25.7--Ị.1.25 -(-31.64). 

5 J 
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13. Số nào nhò hơn trong hai số A và B dưới đây và nhỏ hơn bao nhiêu lần ? 

A = (0,8.7 + 0,8-). (1,25.7- ị. 1,25 1 + 31,64 

l 5 J 

B - (11 ’' 81 +8,19) 0,02 
9:11,25 

14. Từ 100 sô' nguyên tùy ý ta luôn có thê chọn được 15 sô mà hiệu của hai 
so bất kì chia hết cho 7. Điều này đúng hay sai ? 

15. Chứng tỏ rầng tồn tại vô sô tự nhiên không thế biểu thị dưới dạng 
tống các lập phương của ba sô nguyên không âm. 

16. Chứng to ràng có một số mà bình phương cúa nó bắt đầu bằng 1983 
chữ số 9. 

17. Tính tổng T = -2001 + 2003 - 2005 + 2007 + ... - 2105 + 2107. 

c. CÁCH GIẢI VÀ LỜI BÌNH 

1. a) Sai, vì có những số nguyên như -1, -2, —3, ... không phải là sô tự nhiên. 

b) Sai, vì số 0 là sô tự nhiên nhưng 0 không phái là sô nguyên dương. 

c) Đúng, chẳng hạn (-7) là sô âm nhưng nó không phải là sô tự nhiên 
mà là số nguyên. 

d) Sai, chẳng hạn p = 4, q = 1 thì p > q nhưng q = 1 không phải là số âm. 

e) Sai, vì lõi = I -51, nhưng 5 * -5. 

• Lời bình : Cũng hỏi như trên với các câu sau : 

a) Mọi số tự nhiên đều là số nguyên. 

b) Nếu m là sô tự nhiên thì |m| = m. 
c> Ta luôn có I p I >0. 

Trả lời : 

a) Đúng, vì tập hợp z các sô' nguyên bao gồm các số tự nhiên và các số 
ủm như -1, -2, ... 
b> Đúng, vì 18 I =8. 

c) Sai, vì ! p ị >0, mà I p I = 0 nếu p = 0. 

2. a) Năm số nguyên nhỏ hơn (-15) có thể là : -16, -17, -18, -19 và -20 

vì các sô' này đều có giá trị tuyệt đôi lớn hơn 1-15 I = 15. 

- nhó hơn (-3,5) có thê là : -4, -5, -6, -7 và -8. 

- nhỏ hơn -y (= -7 ỉI có thể là : -8, -9, -10, -11 và -12. 
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b) Nàm số nguyên âm lớn hơn (-7) có thê' là : -6, -5, -4. -3 và -2. 

- lớn hơn -8,55 có thê là : -8, -7, -6, -5 và -4. 

- lớn hơn -9ị (= -9,4) có thê là : -9, -8, -7, -6 và -5. 

5 

• Lời bình : 

a) Cần đọc kĩ đề bài đê tránh nhầm lẫn khi giải. Chẳng hạn, đối với 
câu a) nếu đề bài là "Viết năm sô (không phải là năn. số nguyên) 
nhó hơn (-15)" thì đáp số có thế là : 

-15,1; -15,2; -15,3; -15,4 và -15,5 

hoặc là -ìeị, -wị. -16Ỉ, -ìeị và -16Ỉ. 

2 3 4 5 6 

b) Nếu đề bài là : "Viết tất cả số nguyên nhỏ hơn 0 nhưng lớn 'lơn -7" 
thi đáp sô sẽ là : -6, —5, -4, —3, -2, —1. 

Nhưng nếu là : "Viết tất cả số nguyên nhỏ hơn 0 nhưng -ớn hơn 
I —7 I thì rô ràng không có sô’ âm nào lại lớn hơn số dương 7. 

3. Bài này có hai yêu cầu : viết số đối cùa 44. 70, -12, sau đc mới viết số 

liền trước và số. liền sau các số đối dó. Vì vậy ta có : 

Số đối của 44 là -44, cùa 70 là -70, cùa -12 là 12. 

Số liền trước -44 là -45, liền sau là -43. 

Sô' liền trước -70 là -71, liền sau là -69. 

Số liều trước 12 là 11, liền sau là 13. 

• Lời bình : "Hủy xét xem sô nguyên m như thể nào nếu : 

a) sô liền trước m là sô nguyên dương. 

b) sổ Hển sau m là số nguyên ám. 

c) số liền trước m là số nguyên âm còn sô' liền sau m lì sô nguyên 
dương." 

ơ đây cần lưu ý : sô nguyên b là sô liền sau của số nguỷên a néu a < b 
và không có sò nguyên p nào thóa mãn a < p < b. Khi đó ta cCug nói b 
là số liền trước a. Chảng hạn -8 có số liền trước là -9 vè số liềui sau 
là -7. 

Cách giải sẽ như sau : 

a) Nếu sô liền trước số nguyên m là số nguyên dương thì m là một sô 
nguyên dương (ví dụ nếu số liền trước m là 11 thì m = 12). 

b) Nếu sô liền sau số nguyên m là số nguyên âm thì 11 là nuột sò 
nguyên âm (ví dụ nếu số liền sau m là -21 thì m = -20). 

c) Đó là số 0 vì sô' liền trưửc nó là -1 và liền sau 11Ó là 1. 
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• Hãy nhớ thêm ràng : Số nguyên dương nhó nhất là 1, sô nguyên ảm 
lơn nhất là -1, nhưng không có số nguyên dương lớn nhát và cũng 
khùng có số nguyên âm nhò nhất, 

4. Trước hết ta phải tìm tất cá giá trị cứa p thỏa mãn bất đẳng thức, sau 
dó mới tính tống tát cả giá trị đó. 

a) Với tông -8 < p < 5, ta có tất cả giá trị cùa p là : 

-8, -7. -6, -5. -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4. 

Do các số hạng -4 và 4, -3 và 3, -2 và 2, -1 và 1 là những cặp số 
dôi nhau nên mỗi cặp có tổng bằng 0, do đó tổng phái tìm chi còn 
là : -(8 + 7 + 6 + 5) = -26. 

b) Với tống -11 < p < -7, ta có tất cá giá trị của p là : -10, -9, -8, —7. 
Tống phải tim là : -(10 + 9 + 8 + 7) = -34. 

• Lời bình : Nếu bài ra là : "Tỉm tổng các số p biết -9 < p < 9" thì tâ't 
ca giá trị cúa p là : 

-8. -7. -6, -5, -4. -3, -2, -1. 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. 7. 8. 

Ta thày ngay là tống này bằng 0, vì các cặp số ±8, ±7, ±6, ±5, ±4, ±3. 
±2, r 1 đều CÓ tống bằng 0. 

Nêu bài ra là "Tìm tống các sô nguyên có giá trị tuyệt đôi bao hàm 
giữa 13 và 23", thì cách giải sẽ như sau : 

Các sỏ nguyên có giá trị tuyệt đôi bao hàm giữa 13 và 23 là : ±14, ±15, 
±16. ĩ 17. ±18, ±19, ±20, ±21, ±22. Tổng của chúng rõ ràng bằng 0. 

5. Vận dụng cách bỏ dấu ngoặc có dấu đằng trước ta có : 

2a + b- c + a + 2b + c = 3a + 3b. 

Kiểm tra kết quả : 

2a -- (-b + c) + a - (—2b - c) = 2(-5) - [-(-1) + 41 + (-5) - í-2(-l) - 4| 
= -10 - [1 + 41 + (-5)- [2 - 41 
--10-5-5 + 2 = -18. 

3íi + 3b = 3(-5) + 31-1) = -15 - 3 = -18. 

Ta thảy hai kết quá bằng nhau. 

• Lời binh : Liên quan đến bó dấu ngoặc, hãy "thực hiện phép tính sau : 

(-4) - (-2) - K-5) - [í-7i + (-31 - (-8)]/". 

Đẻ làm phép tính trong đó có các dấu ( ), [ I và Ị 1 ta bỏ các dấu ( } 
trước, rồi đến các dấu [ I và cuôì cùng là dấu ( |. Ta có : 

-4 + 2 - 1-5 - [-7 - 3 + 81! = -2 - 1-5 - [-211 

= -2 - {-31 = -2 + 3 = 1. 
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6. a) Hiệu đã cho có thế viết : 

(173 - 914) - (-127 + 86) = 173 - 914 + 127 - 86 

- = (173 + 127) - (914 + 86) 
= 200 - 1000 = -800. 


b) Ta có : 


lì 


l) . 
2 + 


-ả) 


-2-9-7 . 21 + 4 + 10 


5 

2012 


= -!•+ 


5 

2012 


2012 2012 
2, n - 1, II, u + 1. n + 2. Tổng 


18 35 

7. a) Gọi năm số nguyên liên tiếp là n 
cua chúng bằng : 

(n - 2) + (n - 1) + n + (n + 1) + (n + 2) = 5n, chia hết cho 5. 

Ví dụ : (-7) + (-6) + (-5) + (-4) + (-3) = -25, chia hết cho 5. 
b) Gọi bảy số nguyên liên tiếp là 11 - 3, n - 2, n - 1, n, n + 1, n + 2 


n + 3. Tổng của chúng bằng : 

(n - 3) + (n - 2) + (n - 1) + r 
chia hết cho 7. 


+ (n + 1) + (n + 2) + (n + 3) = 


Ví dụ : 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 28, chia hết cho 7. 

Lời bình : Tổng của ba số nguyên liên tiếp, bốn số nguyên liên tiếp, 
sáu sô nguyên liên tiếp, chín sỏ nguyên liên tiếp theo thứ tự có chia 
hết cho 3, cho 4, cho 6, cho 9 không ? 

Ta có : Tổng của ba số nguyên liên tiếp (n - 1) + n + (n + 1) = 3n, chia 
hết cho 3. Ví dụ : (-9) + (-8) + (-7) = -24 chia hết cho 3. 

Tổng cúa bốn số nguyên liên tiếp (n - 1) + n + (n + 1) + (n + 2) = 4« + 2 
không chia hết. cho 4. Ví dụ : 7 + 8 + 9 + 10 = 34 không chia hết cho 4. 
Tỏng cùa sáu số nguyên liên tiếp không chia hết cho 6, nhưng tốn g của 
chín số nguyên liên tiếp lại chia hết cho 9, chẳng hạn : 

(-9) + (-8) + (-7) + (-6) + (-5) + (-4) + (-3) + (-2) + (-1) = -45.. chia 
hết cho 9. 


Như vậy nếu tổng cùa ba, năm, bảy, chín sô nguyên liên tiếp thù Ịá 
lượt chia hết cho 3, 5, 7, 9. Nhưng tống cùa bốn, sáu, tám sô nguyên 
liên tiếp thì không chia hết cho 4, 6, 8. 

8. a) Có. Đó là cặp số nguyên đối nhau và khác 0. Ví dụ : 7 chia hết cho 
(-7) và (-7) chia hết cho 7. 

b) Có. Đó là các số nguyên 0 và 1, vì : o 2 = 0, l 2 = 1. 

c) Có. Đó là các số nguyên 0, 1 và -1, vì : 0 :l = 0, l :t = 1, (—1 }'* = -1. 
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• hời bình : Có hay khỏng (cho ví dụ) : 

a) Nêu m chia hết cho p tlú m chia hết cho ~p ? 

b) Nếu m chia hết cho p thì -m chia hết cho p và -p ? 

c) Nếu m chia hết cho p thi \m I chia hết cho Ip ! ? 

Câu trà lời sẽ như sau : 

a) Có. Ví dụ nếu m = -48 chia hết cho p = 8 thì : 

(-48) chia hết cho (-8). 

b) Có. Ví dụ nếu m = 35 chia hết cho p = 5 thì : 

(-35) chia hết cho 5 và cho (-5). 

c) Có. Ví dụ nếu m = -63 chia hết cho p = 9 thì : 

I -63 I = 63 chia hết cho 191 =9. 

9. Áp dụng tính chất phân phôi của phép nhân đcíi với phép cộng và 
phép trừ, ta có : 

A = a(b - c) - b(a - c) = ab - ac - ba + bc; 

B = b(a - c) - a(b + c) = ba - bc - ab - ac; 

Vậy A + B = ab - ac - ba + bc + ba - bc - ab - ac = -2ac; 

A - B = ab - ac -ba + bc - (ba - bc - ab - ac) 

= ab - ac - ba + bc - ba + bc + ab + ac = 2bc. 

• Lời bình : "Hãy tính tích A.B". Ta có : 

A = ab - ac - ba + bc = -ac + bc 
B = ba - bc - ab - ac = -bc - ac 
Vậy tích A.B = <-ac + bc).(-bc - ac) 

= abc 2 + aV - bV 2 - abc 2 
= a 2 c 2 - bV = c"(a" - b 2 ). 

10. Lưu ý đến thứ tự thực hiện các phép tính : nhân chia trước, cộng trừ 
sau. Ta có : 


Vậy 


(-2) + 8.0-4 -6 3 

1 + 3 4 ~ 2’ 

2 + (+ 12 )-(+ 6 ) = 
6 : (- 1 ) - (+ 6 ): (- 6 ) + (- 2 ) ~ 

.N= -! + í-!ì“-T7-T7 
2 { 7) 14 14 

3/8') -21 16 


2 + 12-6 
-6-(-l)-2 
_ -37 
14 ’ 

_ -5 
“ 14' 


8_ = _8 
-7 7' 
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Lời bình : "Hãy tính tích M.N ưa thương M : N. Suy ra M gáp 'iưiy 
lần N ?" 

Dựa vào kết quả ở trên ta có ngay : 



Vậy M gần gấp 1,3 lần N. 

11 . Gọi t số nguyễn lẻ liên tiếp là : 2m + 1, 2m + 3, 2m + 5, 2m + (2t - 1) 
với m nguyên. Ta có tồng của chúng bằng : 

(2m + 1) + (2m + 3) + (2m + 5) + ... + 2m + (2t - 1) 

= 2m.t. + [1 + 3 + 5 + ... + (2t - 1)1 

= 2mt + 1 ! ^ ——.t = 2mt + t" = t(2m + t), chia hết cho t. 

2 

Ví dụ : (-9) + (-7) + (-5) + (-3) + (-1) = -25, chia hết cho 5. 

• Lời bình : "Tống của p số nguyên chẩn liên tiếp có chia hết cho p 
không V' 

Ta hây xét ví dụ sau : 

Tống cúa sáu số nguyên chẵn liên tiếp : 

(-14) + (-12) + (-10) + (-8) + (-6) + (-4) = -54, chia hết cho 6. 

Rõ ràng tống của p số chẵn liên tiếp : 

2ra + (2m + 2) + (2m + 4) + ... + (2m + 2p) luôn chia hết cho p 

12. Ta có : 

a) <-312).213 + 312.70 - 213.70 + 213.312 = 70.(312 - 213) 

= 70.99 = 6930. 

b) (5,6 + 0,64)41,25(7 - 0,8)1 + 31,64 = 6,24.1,25:6,2 + 31,64 

= 6,24.7,75 + 31,64 
= 43,36 + 31,64 = 75. 

• Lời bình : Tương tự, hãy tính : 

(9.0,08 + 0,7.0,08).ị9.12,5 - 0,7.12 .^Ị - (-9,49). 
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Ta có : [0,0849 + 0,7)1412,5.(9 - 0,7)1 + 9,49 

= (0,08.9,7.1,25.8,3) + 9,49 = (9,7.8,3) + 9,49 = 80,51 + S),4) = 90. 




13. Ta có : A 


= 0,8.(7 + 0,8).1,25.(7-0,81+ 31,64 
= (0,8.7,8.1,25.6,2) + 31,64 
= (7,8.6,2) + 31,64 = 48,36 + 31,64 = 80. 


9:11,25 0,8 

Vậy A > B đúng 80 : 0,5 = 160 (lần), hay A = 160.B. 
» Lời bỉnh : Tương tự ta có bài toán sau : 


(1,09 - 0,29).-- 


0,32.6 + 0,03 - (5,3 - 3,88) + 0,67 


18,9 - 


20 ) 9 


Số nào lớn hơn trong hai sô M và N và lớn han bao nhiêu lần ?". 
Cách giải như sau : 

7,5 - 0,09 : 0,06 7,5 - 1,5 6 

1,92 + 0,03-1,42 + 0,67 - 1,95 - 0,75 ~ L2 - 


M = - 


0 , 8 ,- 


1 


14. Trả lời : đúng. 

Hiệu của hai số chia hết cho 7 khi và chỉ khi các số dư của phép chia 
hai số đó cho 7 bàng nhau. Khi chia một sô' cho 7 thì số dư có thế là 0, 
1, 2, 3, 4, 5 và 6. 

Giả sử không thể chọn được 15 sô' từ 100 sô' đã cho. Điều này có nghĩa 
là : không có trên 14 sô' khi chia cho 7 có sô' dư là 0, không có trên 14 
số khi chia cho 7 có sô' dư là 1, v.v... Nhưng thê' thì tất cả các sô' có 
được không quá 14.7 = 98 < 100, do đó điều giả - sử không đúng. 

• Lời bình : "Nếu muôn chọn 16 sô thì có được hay không ?" 

Muốn thế, ta hãy lấy một phán ví dụ : xét 100 sô' tự nhiên từ 1 đến 
100. Trong số đó có 14 sô' : 7, 14, .... 98 cho sô dư là 0; có 15 số cho sô 
dư là 1 và 2; có 14 sô' cho số dư là 3, 4, 5, 6. Vậy không có 16 số mà 
hiệu của hai số bất kì chia hết cho 7. 

15. Ta chứng tỏ rằng không có sô' dạng 9n + 4 (n là sô' tự nhiên) biểu thị 
được dưới dạng tông của ba lập phương, vì có vô sô' các sô dạng này. 
Thật vậy, mọi sô' nguyên hoặc có dạng 3k, hoặc 3k + 1, hoặc 3k - 1, 
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trong đó k là số nguyên. Do đó lập phương của mọi số nguyên có dạng 
27k , hoặc : 27k ;s ± 27k 2 + 9k ± 1 = 9(3k 3 ± 3k 2 + k) ± 1 
tức là hoặc có dạng 9m, hoặc có dạng 9m ± 1. 

Dùng mọi cách kết hợp có thể được, ta sẽ thấy ràng : tổng các lập 
phương của ba số nguyên sẽ có một trong các dạng sau : 9n; 9n ± 1; 
9n ± 2; 9n ± 3, nhưng không thể bằng số có dạng 9n + 4. 

• Lời bình : 

a) Lưu ý : Mỗi số tự nhiên n có thể phân tích dễ dàng dưới dọng tông- 
của 5 lập phương. 

Thật thế, hiệu n - li 3 chia hết cho 6 với mọi n. Vì thế ta viết được 
n = n ; ' + 6t (t nguyên). Vậy : 
n = n 3 + (t + l) 3 + (t - l) 3 + (-t) 3 + (-t) 3 . 

b) Có thể giải thêm bài toán sau về lập phương của một số : 

"Tìm sô nhỏ nhất phái nhân với 2940 để dược tích là Lập phương 
cùa một số nguyên dương." 

Trước hết ta nhận xét rằng : khi phân tích lập phương của một số 
nguyên dương ra thừa số nguyên tố thì số mũ cua lũy thừa các thừa 
sô nguyên tố đó chia hết cho 3. 

Phân tích số 2940 ra thừa số nguyên tố được : 2940 = 2 2 .3.5.7 2 (*) 

Do dó, muốn được số nhó nhất là lập phương của một số nguyên dương 
ta phải nhân 2 2 .3.5.7 2 cùa (*) với 2.3 2 .5 2 .7 tức là nhân với 3150. 

Thử lại : 2940.3150 = (2.3.5.7)'' = 210' = 9 261 000. 

16. Một trong các sô thóa mãn bài ra là : 

N = 999...995 (gồm 1983 chữ số 9). 

Thật vậy ta có : 

N 2 = (10 1HM - 5) 2 = 10' i la84 - 10.10 1Híi4 + 25 

= 99...9900...025 (gồm 1983 chữ số 9 và 1983 chữ SỐO). 

• Lời bình : 

a) Lưu ý : Một cách tổng quát, có thể tìm được bất cứ số nào mà 1983 
chữ số đầu là 9, còn chữ sô' thứ 1984 không nhỏ hơn 5. 

b) Gó thế xét thêm bài toán sau : 

"Viết các số nguyên dương tù 1 đến một tí. Tống tất cả các chữ số 
phải viết bàng bao nhiêu ?" 

Để giải bài này ta phải làm như sau : 

Trước hết. ta tách chữ sô' 1 ở 1 000 000 000 bằng cách lấy nột tỉ trừ đi 
1 được số 999 999 999, sau đó nhóm các sô' thành từng cặp như sau : 
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(0; 999 999 999); (1; 999 999 998); (2; 999 999 997); ...; 

(499 999 998; 500 000 001); (499 999 999; 500 000 000). 

Ta sẽ được 500 000 000 cặp sô như trên. Tổng các chữ số trong mỗi cặp 
>àng 9.9 = 81. Kê thêm chữ sô' 1 lúc đầu ta được tổng phải tìm bằng : 
500 000 000.81 + 1 = 40 500 000 001 (bốn mươi tỉ năm trăm triệu lẻ một). 

• Lời bình : Sau đây là bài toán tương tự : 

Tìm số nguyên p biết ràng : 

2110 + 2109 + 2108 + ... +p = 21,1.100." 
vế phải bàng 21,1.100 = 2110, do đó đẳng thức đã cho có thế viết : 

2109 + 2108 + ... + p = 0. 

05 . .. .. . ,_. _ , (2109 + p).n - 

Nêu vê trái gôm n so hạng thì ta có ; - — — = 0. 

Do n * 0 nên suy ra : 2109 + p = 0, từ đó p = -2109. 

D. Đó bạn giải Dược 

Dùng dấu cùa bốn phép tính và dâu ngoặc xen giữa các chữ sô' đế’ được 
tết quá bàng 2 : 

Ví dụ : với 1234 = 2, ta viết 1.2.3 -4 = 2). 
ì) 12345 = 2 b) 123456 = 2 

ỉ) 1234567 = 2 d) 12345678 = 2. 
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§<5. XUNG CLANH UUÁI NIỆM HÀM §c 
VÀ uc THỊ 

A. KIẾN THỨC CẦN NAM vững 

1. Đại lượng tỉ lệ thuận và tỉ lệ nghịch 

a) Nếu đại lượng y liên hệ với dại lượng X theo công thức y = kx (k là 
hằng sô' khác 0) thì ta nói y tỉ lệ thuận với X theo hệ số tỉ lệ k. 

b) Nếu đại lượng y liên hệ với đại lượng X theo công thức y = — ìay xy = a 

X 

(a là hằng số khác 0) thì ta nói y tỉ lệ nghịch với X theo hệ sỗ tỉ lệ a. 

2. Hàm số 

a) Nếu đại lượng y phụ thuộc vào đại lượng thay đổi X sao cho vỉi mồi giố 
trị của X ta luôn xác định được chỉ một giá trị tương ứng cia y thì y 
được gọi là hàm số cùa X và X gọi là biến số. 

b) Hệ trục tọa độ Oxy có Ox là trục hoành, Oy là trục tung, gúo điểm o 
của hai trục là gốc tọa độ. Mặt phăng có hệ tọa độ Oxy gọi là mặt 
phẳng tọa độ Oxy. 

Mỗi điểm M trên mặt phẳng tọa độ xác định một cặp số (Xoỉyoh gọi là 
tọa độ của điểm M, kí hiệu là M(x 0 ; y ( |), Xo là hoành độ, y 0 là tung độ. 

3. Đồ thị 

a) Đồ thị của hàm số y = ílx) là tập hợp tất cả các điểm biểu dim các cặp 
giá trị tương ứng (x; y) trên mặt phẳng tọa độ. 

b) Đổ thị của hàm sô' y = ax (a * 0) là một đường thắng đi qua gt'c tọa dộ. 

B. CÁC BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH 

1. Khi đem lOOkg thóc xay xát thì thu được 64kg gạo. Nếu đem <ay xát 18 
thùng thóc, mỗi thùng chứa 20kg thóc, thì sẽ thu được bao nhiêu kg gạo ? 

. .12 .3 

2. Chia sô 828 thành ba phần tỉ lệ thuận với -, — và —. 

2 3 4 

3. Số học sinh tham gia đồng diễn thế dục ở bốn khối lớp 5, 6, \ 8 theo tí 
lệ 21, 22, 23, 20. Biết rằng số học sinh ở khối lớp 6 nhiều lơn ở khối 
lớp 8 là 48 em. Tính số học sinh ở mỗi khối lớp tham gia đống iiễn. 

4. Năm đội máy cày gồm 87 máy làm việc trên năm cánh đồng ó diện tích 
bằng nhau. Đội A hoàn thành công việc trong 4 ngày, đội B tnng 6 ngày, 
đội c trong 8 ngày, đội D trong 10 ngày và đội E trong 12 ngày Biết rằng 
năng suất của các máy băng nhau, hổi mỗi đội có bao nhiêu máy ;ày ? 
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6 . 


Chia số 2475 thành ba phần tỉ lệ nghịch với -Ị—, — và —. 

22 33 44 


Một người đi xe máy từ A đến B bắt đầu lúc 7 giờ sáng với vận tô'c 50 
km/h. Đến B người ấy nghi 30 phút rồi trớ về A với vận tô'c 60 km/h. 
Trên đường về do xe hóng nên người ấy phái dừng lại 1 giờ rưỡi, vì thê 
đã trở về lúc 14 giờ rưởi. Tính quãng đường AB. 

7. Cho ba số (-1,5), 2 và 0 . 

a) Hãy viết tất cả các cặp sô được lập nên từ các số tìã cho; 

b) Biểu diễn các cặp sô” đó trên mặt phẳng tọa độ. 

8 . Tìm nghiệm của phương trình Ixl = p. 

9. a) Biếu diễn các cặp số sau trên mặt phăng tọa độ : 

(1; 6 ), (-1; 4), (-3; -2), (4; -2), (0; 5) và (3; 0). 
b) Nêu nhận xét về tọa độ các điếm nằm trong các góc phần tư I, II, 
III và IV. 


10. Vẽ tam giác ABC có tọa độ các đính là A(-4; 1), B(-4; 4), C(-2; 1) và 
tinh diện tích cùa nó, biết mỗi khoảng chia trên các trục tọa độ ứng 
với lem. 

11 . Vẽ trên cùng một hệ trục tọa độ đồ thị các hàm số : 

yi = ±|x; y 2 = ±2x; y 3 = ±x. 

Có nhận xét gì về các đồ thị đó ? 

„ . „ Í3 + t với t < 0 

12. Cho hàm so f(t) = 1 

[3 - t với t > 0 

Tim hàm sô fìf(t)) và vẽ đồ thị của nó. 

13. Vẽ đồ thị các hàm số sau : 


a) y = [XI (hàm sô phần nguyên); 

. [lkhix >0 , . 

b) y = Sgnx = •(,,. „ (hàm sô dâu). 

Ị-l khi X < 0 

14. Vẽ đường biếu diễn của biểu thức : I y I = 1 - I X I . 

15. Vẽ đường biễu diễn của biểú thức :y + lyl = x+ IXI. 


c. CÁCH GIẢI VÀ LỜI BÌNH 

1 . Sô' thóc đem xay xát và số gạo thu được là hai đại lượng tỉ lệ thuận. 
Theo tính chất của đại lượng tỉ lệ thuận X, y ta có : — = —, tức là 

x 2 y2 
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— = — với x 2 = 18.20 = 360 (kg) thóc, hay ^ = —. 
x 2 y 2 360 y 2 

Từ đó : y 2 = 3( ^ 4 = 230,4. 

100 

Như vậy sô gạo thu được là 230,4kg. 

Lời bình : Tương tự : "Khi dùng 8 máy cày thì tiêu thụ hết 72 lít xăng, 
khi dùng 15 máy cày cùng loại thi số xăng tiêu thụ là bao nhiêu ?"■ 

Số máy cày và số xăng tiêu thụ là hai đại lượng tỉ lệ thuận, do đó ta 

có tỉ lệ thức (với X là số xàng cần tìm) : — = —. 

15 X 

Từ đó : X = _ 15.9 = 135. 

8 

Vậy số Xăng tiêu thụ là 135 lít. 

Nếu y tỉ lệ thuận với X theo công thức y = ax mà hệ số tỉ lệ a là số âm, 
chẳng hạn y = -ỉx, thì cách phát biểu về hai đại lượng tỉ lệ thuận 
như thê nào ? 

Với y = -^x thì khi X tăng từ 1 đến 4 giá trị của y lại giám từ ị -ì 1 
2 V 2 ) 

xuống (-2). Trong trường hợp này ta dùng giá trị tuyệt đôi đế phát 
biểu : "Nếu hai đại lượng tỉ lệ thuận với nhau thì khi giá trị tuyệt đối 
của đại lượng này tăng (hoặc giảm) làm cho giá trị tuyệt đôi tương ứng 

của đại lượng kia cũng tăng (hoặc giảm). Vì thế với ví dụ y = —X ở 
trên thì : khi giá trị tuyệt đối cúa X tăng từ 1 đến 4 thì giá trị tuyệt 
đối của y cũng tặng từ -ị đến I -21, tức là từ Ậ đến 2. 

I 2| 2 


12 

Gọi ba phần lần lượt là a, b, c. Biết ba phần này tỉ lệ thuận với 
. 3,.. 6 8 9 

và — hay với —, — và nên ta có dãy tỉ số bằng nhau : 

4 12 12 12 

a _ b c 

ir " ỊỊT - ÍT' 

12 12 12 . 


Do a + b + c = 828 và theo tính chất của dãy tỉ sô bằng nhau ta có : 
_á_ _ _b_ _ _c_ _ a + b + c _ 828 

_6_ - JL ~ Ă ~ 6 + 8 + 9 - ~23" 

12 12 12 12 ~ 


= 36.12. 
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Từ đó : 4- = 36.12, suy ra a = 36.12,— = 216; 

_6_ 12 

12 

Ậ- = 36.12, suy ra b = 36.12.44 = 288; 

_8 12 

12 

-ị- = 36.12, suy ra c = 36.12.44 = 324. 

_9_ ? 3 12 

12 

Vậy ba phẩn phải tìm lần lượt là : 216, 288 và 324. 

• Lời bình : 

a) Nếu dề bài là : "Tìm bốn sô X, y, z, t biết rằng chúng tỉ lệ thuận với 
6, 7, 8, 9 và X + t = 75" thì cách giải như sau : 

-p, X y _ z t_x + t_75 g 

a C0 : 6 7 = 8 = 9 = 6 + 9 = 15 ~ 

Từ dó : X = 6.5 = 30; y = 7.5 = 35; 

z = 8.5 = 40 .và t = 9.5 = 45. 

b) Nếu đề bài là : "Chia số 129 thành bốn phần ti lệ thuận với 0,5; 
0,75; 0,8 và 0,1" thì cách giải như sau : 

i . JL = -£. = ± = °„T/ C A d - ■ = = 60. 

0,5 0,75 0,8 0,1 0,5 + 0,75 + 0,8 + 0,1 2,15 

Từ dó : a = 60.0,5 = 30; b = 0,75.60 = 45; 
c = 0,8.60 = 48; d = 0,1.60 = 6. 

* Ta cũng có thể đổi số thập phân ra phân số : 

0,5 = 4, 0,75 = -, 0,8 =4 và 0,1 = 4r- 

2 .45 10 

Sau đó quy đông mâu được các phân sô —, —, — và —, roi lập dày 
M 20 20 20 20 

tí số bằng Iĩhau : 

a b : _ d _ a + b + c + d _ 129 _ 3 

10 _ 15 = 16 ~ 2 " 10 + 15 + 16 + 2 - 43 
Từ đó cũng tìm ra ngay kết quả như ở trên. 

3. • Gọi X, y, z, t theo thứ tự là số học sinh tham gia đồng diễn của các 
khôi lớp 5, 6, 7, 8. Ta có : 

= X = = = jlz L = ỊẼ = 24. 

21 22 23 20 22-20 2 
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y = 22.24 = 528; 
t = 20.24 = 480. 


Từ đó : X = 21.24 = 504; 


z = 23.24 = 552; 

Vậy sô' học sinh tham gia đồng diễn ở khối lớp 5 là 504 em, ở klô'i lớp 
6 là 528 em, ở khối lớp 7 là 552 em và ở khối lớp 8 là 480 em. 

Lời bình : Sau đây là một bài toán khác về tỉ lệ thuận. 


"Hai người đi xe đạp khởi hành cùng một lúc từ huyện H và htyện K 
cách nhau 18km để đến huyện M. Vận tốc người đi xe đạp từ tì là 10 
km/h, của người đi xe đạp từ K là 12 km/h. Biết ràng cả hai cùig đến 
M một lúc, tính quãng đường mà mỗi người đã đi." 

Do bài ra không nói rõ là huyện M nằm giữa hai huyện H v à K hay 
không nằm giữa nên ta xét hai trường hợp. 
a) Huyện M nằm giữa hai huyện H và K. 


Do thời gian đi bằng nhau nên quãng đường đi và vận tốc lâ laii đại 
lượng tỉ lệ thuận, do đó nếu gọi đ fl và đ K là các quãng đường ũ (được 
của hai người thì ta có : 


d H _ d K 
10 12 

Vậy đi I = 10.^ 


10 + 12 22 11 ' 


- 8-^- (km); 


đ K =12.i- = M = 

11 11 


b) Huyện M không nồm giữa H và K. 

ơ đây chỉ có thể là H nằm giữa M và K vì cả hai đi trong eìng một 
thời gian và người đi từ K lại có vận tốc lớn hơn (12 > 10 lcrnh)). Do 
đó ta có : 


ỂiL = ỂiL = á K ~ d H = 18 _ 9 
12 10 12-10 2 


Vậy đ K = 12.9 = 108 (km); đ (l = 10.9 = 90 (km). 

4. Gọi số máy cày cùa năm đội theo thứ tự là X, y, z, t, u. Vì số muy ti lệ 
nghịch với sô ngày hoàn thành công việc nên ta có : 


4x = 6y = 8z = ìot = 12u, 


hay : 


X _ y _ z _ t _ u x + y + z + t + u. 87 
J. _ Ị_ - £~J_~_1_~11111 ~ ~87~ 
4 6 8 10 12 4 + 6 + 8 + 10 + 12 120 


Từ đó : X = -.120 = 30; y = 4-120 = 20; z = 4l20 = 15; 
4 6 8 

t = -4-120 = 12 và u = —.120 = 10. 

10 12 
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Vậy số máy cày của mỗi đội theo thứ tự là : 

Đội A : 30, đội B : 20, đội c : 15, đội D : 12 và đội E : 10. 

Lời bình : Cách giải ớ trẽn là dựa vào nhận xét sau : "Nếu chia số M 
thành năm phần tỉ lệ nghịch vái các sô a, b, c, d, e thi cũng là chia sô 

1V1 thành năm phần tỉ lệ thuận với các sô —, Ị, —, -ị và — 
a b c d e 

Tương tự, ta có bài toán về đại lượng tỉ lệ nghịch sau : 

"Hai xe ôtô cùng khởi hành từ M đến N. Vận tốc xe thứ nhất là 
54 kmlh, vận tốc xe tliứ hai là 36 km/h. Thời gian xe thứ nhất đi 
quãng dường MN ít hơn xe thứ hai là 30 phút. Tính thời gian mỗi xe 
đã đi quăng đường trên và chiều dài quãng đường." 

Cách giai như sau : 


Gọi thời gian và vận tốc cùa xe thứ nhất đi trên quãng đường MN là t] 
và V], của xe thứ hai đi trên quãng đường này là t 2 và v 2 (ti < t 2 ), ta có 


hay 


Vitj = v 2 t 2 = s (chhpi dài quãng đường MN) 

ÌL - li _ 36 _ 2 
Ụ ~ V, - 54 ~ 3' 


Từ đó Y = Y = = =0,5 (vì 30 phụt = 0,5 giờ) 


Vậy ti = 2.0,5 = 1 (giờ); t 2 = 3.0,5 = 1,5 (giờ); 
quàng đường MN dài : 54.1 = 54 (kin). 

5. Chia 2475 tỉ lệ nghịch với và — cũng là chia số đó tỉ lệ thuận 

22 33 44 

với 22, 33 và 44. Ta có : 

= _L = -L = x + y + z = 2475 = 25 
22 33 44 22 + 33 + 44 99 

Vậy X = 22.25 = 550; y = 33.25 = 825 và 2 = 44.25 = 1100. 

• Lời bình : Nếu bài ra là : "Tìm hai số mà tổng, hiệu và tích của chúng 

tí lộ nghịch với 1 và thì cách giái như sau : 

5 18 

Gọi hai số đó là a và b. Tổng, hiệu và tích của chúng tỉ lệ nghịch với 

ị, 1 và -4 tức là tỉ lệ thuận với 5, 1 và 18. Ta có : 

5 18 

a + b_a-b ab 2a a 
5 ~ 1 = 18 = T = 3' 

Từ đó : 3ab = 18a, hay b = 18a : 3a = 6. 
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6 . 


Thay b = 6 ta có 


- ~ = a - 6 hay a + 6 = 5a - 30, từ đó 4a = 36. í» = 9. 
5 1 


Vậy hai sô' phái tìm là 9 và 6. 

Thời gian xe máy đi trên quãng đường AB và BA là : 


14,5 - (0,5 + 1,5 + 7) = 5,5 (giờ). 

Gọi thời gian và vận tốc khi đi từ A đến B là t) và V], thời gian và vận 
tốc khi trở về từ B đến A là t 2 và v 2 . Do thời gian và vận tốc là hai (lại 
lượng tỉ lệ nghịch nên ta có : 


li 

t 2 

t, 

6 


60 _ 6 
50 “ 5’ 


hay t* 


5 ■ 


t 2 t t + t 2 5,5 
5 = 6+5 ~Tĩ 


= 0,5 (giờ). 


Suy ra : t| = 0,5.6 = 3 (giờ), vậy quãng đường AB dài 50.3 = 150 (kín). 
Lời bình : Nếu bài ra là : "Mẹ chia 63 quả cam cho ba con A, B, c 
thành ba phần tỉ lệ nghịch với các sô' 3, 5 và 6. Hỏi mỗi người con 
được bao nhiêu quả cam ?" thì ta có cách giải sau : 

Gọi ba phần phải tìm theo thứ tự là a, b, c. Chia 63 tỉ lệ nghịch với 3, 

5, 6 tức là chia 63 tỉ lệ thuận với ỉ Ậ. Ta có : 

3 5 6 

a b c a + b + c 63 63 

T = T ~ T ~ 1 1 l~ 10 + 6 + 5~ ~2Ĩ~ 

3 5 6 3 + 5 + 6 30 30 

Suy ra : a = ị.90 = 30; b = ị.90 = 18; c = Ị. 90 = 15. 

3 5 6 


Vậy A được 30 quả, B được 18 quá và c được 15 quả. 


7. a) Từ ba số hữu tỉ -1,5; 0; 2 ta Ịập được 
tất cá 9 cặp số sau : 

(-1,5; -1,5), (-1,5; 2), (-1,5; 0), (2; 2), 

(2; -1,5), (2; 0), (0; 0), (0; -1,5) và (0; 2). 
b) Các cặp số vừa lập được biểu diễn 
trên mặt phăng tọa độ bởi các điếm 
A, B, c, D, E, G, 0, H, I (hình 6). 

• Lời bình : 




Br---- 

- .+D 

C: 

;G 

-1,5 Ị 

o Ỉ2 X 

A*--- T y 

.-ÍE 

H 

-1,5 


a) "Có nhặn xét gì về hai điếm A và D, về hai điểm B và E ?" 

Hai đi'im A và D có hoành độ bằng tung độ, chúng cùng nằm trên 
/ phân giác cùa các góc phần tư I và III. 
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Hai điểm B và E có hoành độ điếm này bằng tung độ điểm kia và 
tung độ điêrn này bằng hoành độ điểm kia, nhưng chúng không 
trừng nhau. 

b> "Các sỗ p, q phái có điều kiện gì để điểm M(p; q) nằm trong góc 
phẩn tư 111, nằm trẽn trục hoành, nằm trên trục tung ?" 

Rõ ràng nếu M nằm trong góc phần tư III thì các số p và q đều phải 
âm, nằm trên trục hoành thì q = 0 còn p là bất cứ số hữu tỉ nào, nằm 

trên trục tung thì p = 0 còn q là bất cứ số hữu tỉ nào. 

8. Ta phải xét ba trường hợp tùy theo p > 0, p = 0, p < 0. 

Nếu p > 0 thì phương trình Ị XI = p có hai nghiệm là hai số đối nhau, 

vi dụ I X I = 2 thì X = ±2. 

Nếu p = 0 thì phương trình có một nghiệm X = 0. 

Nếu p < 0 thi phương trình không có nghiệm (vô nghiệm) vì I X I >0. 

• Lời bình : 

a) Nếu phái "giải bằng đồ thị phương trình u I = p" thì cách giải như sau. 
Trước hết ta vè đồ thị hàm sò y = í X I 
(hình 7) gồm hai tia biêu diễn đồ thị 
y = X và đồ thị y = -X. 

Còn đồ thị hàm số y = p là đường 
thắng song song với trục hoành nằm 
phía trên trục hoành nếu p > 0, nằm 
phía dưới trục hoành nêu p < 0, trùng 
với trục hoành nếu p = 0. Do đó : 

- Nếu p > 0 thì đường thắng y = p cắt đồ thị y = Ị X ị tại hai điếm 
(phương trình đà cho có 2 nghiệm là 2 số đối nhau X = ±p). 

- Nếu p = 0 thì đường thẳng y = p trùng với trục hoành (phương trình 
có một nghiệm bằng 0). 

- Nếu p < 0 thì đường thắng y = p không cắt đồ thị y = j X1 (phương 
trình vỏ nghiệm). 

9. a' Các cặp số dược biểu diễn trên mặt 

phíing tọa độ như sau (hình 8). 

b> Điểm A nằm trong góc phần tư I 
có tọa độ : x.= 1 > 0; y = 6 > 0. 

Điếm B nằm trong góc phần tư II 
có tọa độ : X = -1 < 0; y = 4 > 0. 

Điếm c nằm trong góc phần tư III 
có tọa độ : X = -3 < 0; y = -2 < 0. 

H.8 










Điểm D nằm trong góc phần tư IV có tọa độ : X = 4 > 0; y = -2 < 0. 

Điểm E nằm trên trục tung có tọa độ : X = 0; y = 5 > 0. 

Điểm G nằm trên trục hoành có tọa độ : X = 3 > 0; y = 0. 

• Lời bình : Lưu ý thêm : 

a) Đường phân giác của các góc phần tư I và III gọi là phân giác thứ 
nhất có phương trình là y = X và hoành độ luôn bằng tung độ, nói 
cách khác phân giác thứ nhất là tập hợp các điểm có hcành độ 
bàng tung độ. 

Còn phân giác thứ hai là phân giác của các góc phần tư II và IV, nó 
là tập hợp các điểm có hoành độ bằng sô' đối của tung độ. 

b) Trục hoành Ox là tập hợp các điểm có tung độ bằng 0. 

Trục tung Oy là tập hợp các điểm có hoành độ bằng 0. 

c) Đường thẳng song song với trục hoành và cắt trục tung tại điếm m 

là tập hợp các điểm có tung độ bằng m. 

Đường thẳng song song với trục tung và cắt trục hoành tại điểm p 
là tập hợp các điếm có hoành độ bàng p. 

10. Ta có tam giác ABC như ở hình 9. 

Đó là một tam giác vuông tại A. B 

Diện tích tam giác vuông này bằng : 

ÌAC.AB = ị.2.3 = 3 (CÚT). A 

2 2 __ 

• Lời bình : 

Tương tự, "hãy tính diện tích của tứ giác BCDE với tọa độ các đính là 
D(0; 1) và E(0; 4)". 

Tứ giác BCDE là hình thang vuông nên diện tích của nó bằng : 

gP±M.DE,ĩli.3, 9 W). 

2 2 

11. a) Các hàm sô đã cho đều có dạng 

y = ax (với a theo thứ tự bằng 

±2 và +1). Đồ thị cùa chúng đều di 
qua điểm gốc tọa độ 0(0; 0), ngoài 

ra với X = 1 thì yi = ±ỉ, y-Ị = ±2 và 

y ;t = ±1. Ta có đồ thị của chúng như 
sau (hình 10). 
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b) Nhận xét : 

Các đường thắng y t = ix và yi = --~ x ; y 2 = 2x; y 2 = -2x; y*| = X và 
y.i = -X từng đôi dối xứng nhau qua trục hoành Ox. 

Lời hình : Với bài toán : "Cho hai hàm số f(t) = \2t\ và f(t) = ±2. Tìm 
tọa độ giao điềm hai đồ thị rồi căn cứ vào đó để tìm các giá trị của t 
sao cho 1 1 1 < 2", ta có cách giải sau : 

Đ’ồ thị của hai hàm số f(t) = I 2t I 
và f(t) = 2 như ở hình 11. Hai đồ 
thị này cắt nhau tại hai điểm A và 
B mà tọa độ là A(-l; 2) và B(l; 2). 

Với f(t) = -2 thì đồ thị nằm dưới 
trục hoành Ox nên không cắt đồ 
thị của f(t) = I 2t I, do đó không có 
giao điếm. 

Cãn cứ vào đồ thị các giá trị cần tìm là hoành độ của các điếm thuộc 
đồ thị hàm số f(t) = 12t I nằm phía dưới đường thẳng f(t) = 2, đó là 
-2 < t\ 2. 



12. Đặt f(t) = u theo bài ra ta có thể viết u = 3 - 11 


Do đó y = f(ÍU)) = f(u) = 3 - I u I, 
Với t < -1 ta có y = 6 + t. 

Với -3 < t < 0 ta có y = -t. 

Với 0 < t < 3 ta có y = t. 

Với t > 3 ta có y = 6 - t. 

Đồ thị cùa hàm sô' đã cho như ớ 



~=6 -3 [õ 3 6 t 

12 . 


• Lời bình : Tương tự, nếu phái "Giải hằng đồ thị phương trình u - 1 1 = m " 
thì cách giái như sau : 

Trước tiên ta vẽ đồ thị của hàm sô y = 11 — lị gồm hai tia nám phía trên 
trục hoành (hình 13) và vẽ đường thẳng y = m song song với trục hoành. 
Nếu m > 0 thì đường thẳng cắt đồ thị tại 
hai điểm (2 nghiệm); nếu m = 0 đường 
thắng trùng với trục hoành (1 nghiệm); 
còn nếu m < 0 thì đường thắng không 
cấ,t đồ thị (vô nghiệm). 

13. a) Ta lập bảng sau đây : 

X I -2,4 -2 -1,5 0 • __ 

~ìxĩ I -3 -2 vT~ 0 12 3 
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Đồ thị là những điếm nằm trên các đoạn ké đậm, trừ nhữnig liêm ớ 
đầu mút bên phải cua mỗi đoạn (hình 14). 

• fy 





- 


H.15 


b) Đồ thị cùa hàm số y = Sgnx là những điểm nằm trên hai raứí đường 
thẳng, trừ đầu mút (hình 15). 


• Lời bình : Nếu phải vẽ đồ thị hàm số y = Ịị jc| - l| thì ta làm mhí sau : 


Vẽ theo 3 bước : bước 1 vẽ đồ thị hàm số 
y = I XI; bước 2 tịnh tiến đồ thị dọc theo 
trục tung Oy một đơn vị về phía dưới trục 
hoành; bước 3 với phần dưới trục hoành 
Ox vẽ phần đôi xứng với nó qua trục 
hoành sẽ được đồ thị y = || Xị — 11 (nét 
đậm) (hình 16). 



14. Ta chỉ cần vẽ đường biểu diễn trong góc 
phần tư I, tức là với X > 0 và y > 0. ớ góc 
phần tư này ta có IXI = X, ịyl = y nên 
biếu thức đã cho có dạng y = 1 - X. 

Đường biểu diễn là những điểm thuộc đoạn 
AB. Suy ra toàn bộ dường biểu diễn là 
những điếm thuộc bốn cạnh hình vuông 
ABCD (hình 17). 



• Lời bình : Nếu phải "vẽ đường biểu diễn 
biếu thức ỉ.rl - lyl = 1", thì ta viết biểu 
thức dưới dạng ịyì = iXỊ - 1. 

Ta vè được đường biếu diễn cùa nó như 
hình bêu. 

15. Ta phải xét biểu thức trong từng góc phần tư. 



Trong góc phần tư I biểu thức có dạng y = X, nên đồ thị là ta phân 
giác của góc đó. 

Trong góc phần tư II ta có I y I - y, I X ị = -X và y = 0, nên đỗ tiị chính 
là nứa trục hoành. 
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Trong góc phần tư III ta có y - 
là hằng đáng thức, điều này có 
điểm thuộc góc phần tư này đều 
thức đã cho. 

Trong góc phần tư IV ta có 
chính là nửa trục tung âm. 


Ý = X - X, đây 
nghĩa là mọi 
thỏa mãn hệ 


> 

;-= 0, đồ thị 

' 

0 

H.18 


Ta được đường biểu diễn như ớ bên (hình 18). 
Lời-bình : 

Nếu là : "Vẽ đồ thị hàm số ly I = \x - 1 1" thì 
trước hết phải vẽ đồ thị hàm số y = IX - 11, 
sau dó lấy đôi xứng qua tcục hoành (hình 19) 
đê dược hai đường thắng vuông góc tại điểm 

( 1 ; 0 ). 



H.19 


D. ĐỐ BẠN GIẢI ĐƯỢC 


1. Chí qua mỗi ô một lần 

Cho hình vuông gồm 6 X 6 ô trong đó có hai ô đen (hình 20). Hãy vẽ 
dường đi từ ô A đến ô B qua tất cả các ô (không qua hai ô đen) và chỉ 
qua mỗi ô một lần. 



H.20 


2. Bông hoa cánh kép (hình 21) 

Hình bông hoa này gồm ba cánh hoa liền nhau liên tiếp kết hợp với ba 
cánh hoa liền nhau khác thành bông hoa cánh kép. 

Hãy vẽ một nét qua ba cánh hoa đầu tiên và một nét qua ba cánh hoa 
thư hai. 



H.21 
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§6. ( Át TẬP HỢP SỐ HỮU Tỉ, sế Ví) TỈ 
VẠ sẽ' II Ị'4 


A. KIẾN THỨC CẦN NẮM vững 


1. Tập hợp Q các số hữu tỉ 

a) Số hữu tỉ là số viết được dưới dạng phân số (với a, b € z, > * 0 ). 

b 

Tập hợp các số hữu tỉ dược kí hiệu là Q. 

Lr) Vì mọi số hữu tỉ đều viết được dưới dạng phân số nên ta có thí cộng, 
trừ, nhân, chia như đôi với phân số. 

c) Giá trị tuyệt đôi của một số hữu tỉ X : 

[xnếu X > 0 
1 -X nếu X < 0 


Ixl : 


d) Lũy thừa của một số hữu ti với số mũ tự nhiên : 

- Tích và thương của hai lũy thừa cùng cơ số : 

x m .x" = x m + n ; x m : x n = x ,n ~ " (x * 0, m ẵ n) 

- Lũy thừa của lũy thừa : (x m ) n = x m n 

- Lũy thừa của một tích, của một thương : 


(x.y) = X .y ; 


(y*0) 


e) Mỗi số hữu tỉ được biếu diễn bởi một số thập phân hữu hạn h)ậc vô 
hạn tuần hoàn và ngược lại. 


b) Tính chất ciia dãy tỉ số bằng nhau : 

a c e a c e a + c + e a-c + e 

Từ — = — = — ta suy ra = ——:—T = ——-—-• 

b d f b d f b+d+f b-d + f 

3. Số vô tỉ và số vô thực 

a) Số vô tỉ là số được viết dưới dạng số thập phàn vô hạn không tuần hoàn. 

b) Căn bậc hai của một số a không ám là số X mà X 2 = a. 

c) Số hữu tỉ và số vô tỉ được gọi chuxxg là số thực. Tập hợp các iô' thực 
được kí hiệu là R. 
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B. CÁC BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH 

1. Làsn phép tính sau một cách hợp lí . 

A- 1 ( 161 , 4 í 11 | 19 | 17 

" 2 l 17 j 5 { 9j 45 + 34 + 105' 

_ _. _ = _ x ,_, a 1 1 

2. T im các so nguyên a và b sao cho 

8 b 4 

3. Viết tập hợp các sô' nguyên X sao cho sô' hữu tỉ ~~~ có giá trị là một 
số nguyên. 

4. - Chứng tỏ rằng biểu thức sau có giá trị bàng -41 : 

Ị 13-ì -2^-- ioịì.230-^- + 46-^ 
l 4 27 6; 25 4 

(■H) (”!-“!) 

5. Câu .1 jiào đúng, câu nào sai ? 

a) Sỡ' thực bao gồm số hữư tí và số vô ti. 

b) Sô' 0 là số hữu tỉ dương. - 

c) Sô thập phân vô hạn không tuần hoàn là một dạng của số vô tỉ. 

d) >/3 và >/5 đều là sô' vô ti. 


6. a) Đối phản sô' thành sô' thập phân vô hạn tuần hoàn. 


b) Số 0,11(7) có thể đổi thành phân số như s 


117 - 11 106 53 


Dựa theo cách đổi này, hãy đồi -2,15(16) thành phân số. 


) 0,(3) + 3f + 0,4(2). 


b) [0,(5).0,(2)1 : 3-^ 


9. xế]p theo thứ tự tăng dần : 
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10 . 


11 . 


12 . 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


20 . 


21 . 


22 . 


23. 


Chứng minh rằng : 
a) 4 10U = 2 mu 
So sánh : 
a) 3 21 với 2 31 

Cho số dương a t tìm n dể 

Tìm p để : 3 lpl < 27. 


b) 75 20 = 4.5 10 .5 30 . 
b) 2.5 3 với 5.2 3 . 



_ _rõỴ 1 _ 3125 

Tìm so nguyên n đê : — = ——— 

1^9 ) 59049 

, .. , . , _ 4 6 .9 5 +6 9 .120 

Tính giá trị cua M = —-——-——. 

8 4 .3 12 -6 n 

10 2O11 +l 10 2012 +1 

Cho A =-——f- và B =-——-. Chứng minh A < B. 

10 2012 + 1 1Ọ 2013 + 1 

Mỗi sô' tự nhiên abc có thể biểu diễn dưới dạng tổng các lũy thừa khác 
nhau của 2, ví dự’: 231 = 2 7 + 2 6 + 2 5 + 2 2 + 2 1 + 2°. . 


Hỏi những số tự nhiên có ba chữ sô' abc nào có thể biểu diên Ithư trên 
với số lớn nhất các số hạng ?■ 

Một nhóm học sinh đi cắm trại trong dó số nữ nhỏ hơn 50% nhưng lớn 
hơn 40%. Hỏi có ít nhất bao nhiêu học sinh đi cắm trại ? 

Tìm a và b biết rằng : 

Q Ịr) 

a) = — và a + b = 60 h) — - — và a - b = 7. 

9 11 12 26 


Chứng minh rằng từ tỉ lệ thức ^ ta suy ra được tỉ lệ thức : 
b d 

a 2 + b 2 b 2 
c 2 + d 2 d 2 

Dựa vào kết quả 0,11(7) = ***[ ~ — = hãy đổi các số sau 

900 900 450 

thành phân số : 0,18(0); 0,14(9); 0,(37). 


a) Viết các sô' hữu tỉ sau dưới dạng sô thập phân tuền hoàn : 


0 24 1 19 

2—f và -1——. 
33 132 


b) So sánh : 0,(26) và 0,261; -3,776 và -3,(776). 
Cho ví dụ về : 

a) Sô' hữu tỉ xen giữa V 2 và V 3 
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b) Số vô tỉ xen giữa - 


24. Thứ lại các đắng thức sau : 

a) 3' + 4 3 + 5 3 = 6 a b) 12 8 .9 12 = 18 ,tì 

c) 14,2.11 + 14,2.41 + 5,8.11 + 5,8.4 » 1040. 


c. CÁCH GIẢI VÀ LỜI BÌNH 

1. Ta có bằng cách thay - = + 7 - • 

l b ) b 

= 1 | 16 | 4 Y 4 11 t 19 | 17 _ ịl | 16 | 19^1 | (4 | 4 11 \ | 17 
~ 2 + 17 + 5 9 45 + 34 + 105 “ u + 17 + 34J + V5 + 9 45J + 105 
_ 17 + 32 + 19 36 + 20-11 17 

34 + 45 + 105 

= 68 + lẼ + iZ_ =2+ l + iL = 3 21 
34 45 105 105 106' 

• Lời bình : Tương tự ta có bài toán sau : 

4 4 4 7 7 7 

"Tính B = ĩlMlỉ . ẴUẵlĩ ." 

5 5 5 1 5 

+ ĩĩ 9 6 + 2 8 

Ta đặt thừa số chung đế dễ rút gọn biểu thức đã cho. Ta có : 


(1 1 V 

\ Jl 1 1) 

4 — + —— — 


{5 11 9, 

i V6 10 8j 4 7 3 

5 Ỉ + J_ V 

í síỉ + 2 1 V 5 5= 5 ' 

5 U 11 9; 

1 u 10 8 J 


, 1 1 ( 5 ) 7 2 ( 1 ) 3 „ 

hoặc bài toán sau : "Tính c = — + — - — : —— + — - — + — 

12 2015 {. 9) 45 3 { 4) 5 

Chi cần viết thành một tống đại sô rồi vận dụng tính chất giao hoán 
và kết hợp như câu A đê dễ quy đồng mẫu và tính toán được nhanh 
kết quá. 

Ta có : 


c_ 1 , 1 

5 7 213 

.í2L + 2 + ỉì + fB + 3_ 

.2_ì + _2_ 

12 2015 

+ 9 45 + 3 + 4 + 5 

112 3 4 J V 9 5 

45 ) 2015 

1+8 + 3 

25 + 27.-7 1 

1 + 1 + _2_ - 2-2— 


12 

45 " 2015 

2015 2015 ' 
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2. Trước hết ta cho b phụ thuộc vào a bằng cách biến đổi 
1 _ a _ _1 _ a - 2 
b ~ 8 4 8 ’ 

tức là ta có tỉ lệ thức ì = đê suy ra 1.8 = b(a - 2). Như vậy b và 
a - 2 đều là ước của 8. 

Mà 8 có các ước là ±1, ±2, ±4, ±8. 

Bằng cách lập bảng ta sqy ra ngay các số nguyên cần tìm : 


b 

-1 1 

-22-44 

-8 8 

a - 2 

-8 8 

-4 4-2 2 

-1 1 

a 

-6 10 

-2. 6 0 4 

1 3 

Si 1 

Lời bình : Bài ra trên cho biết hiệu g ~ bằng 

—, nhưng lếu 
4 

biết tổng chẳng hạn — 4 
6 

- ^ = thì cách giải cũng tựơng tự. 

Ta có : - 

11 a _3- 

—, suy ra b(3 - a) = 6. Các ước của'6 lè ±1 

1 

b 2 6 6 



±3, ±6. Ta lập bảng để tìm các giá trị của a và b : 


b 

-1 1 

-22-33 

-6 6 

3 - a 

-6 6 

-3 3-2 2 

-1 1 

a 

9 -3 

6 0 5 1 

4 2 


3. Số hữu tỉ - x — — sẽ là số nguyên khi X + 6 chia hết cho 2. Nhưig 6 chia 

hết cho 2 nên X + 6 chia hết cho 2 khi X chia hết cho 2, tức à khi X 
thuộc tập hợp M = |x = 2k I k 6 Zl. 

• Lời bình : Tập hợp M ở trên là một số nguyên chẵn, nên có f hể viết 
cách khác như sau : 


M = 10; ±2; ±4; ±6; ...} 


Thật vậy với X = 0 thì x ~ — 


= 3, với X = -2 thì -~ 6 = 2, vũ X = 2 
2 


thì x * 6 = 4, với X = -8 thì x = -1, V.’ 
2 2 

M _ 

4. Biêu thức có dạng . Ta tính M như sau : 
N 


M = 13-2-10 



w ( 27 - 20-90^ 5751 187 639 187 313 _ 187 inA 

M = 1 +-rrr- • —rr~ + —7- = -777- + —7- = —7- + —7- = 100. 

{ 108 ) 25 4 12 4 4 4 

Tíjah tiếp N, ta có : 

N =íl4 + 34ì:íl2-14 + Ị4ì 


= 4 + ^ : -2 


7-6 ^1 

21 J 


100 
21 - : 


- 11 ] 
21J 


100 
41 ' 


Vậy ■ 


5 

Lởi bình : Tương tự : "Chứng tỏ biểu thức sau có giá trị bàng “ : 



Câch giải như sau : 

„ (10 9^ 10 (40-63^10 r-23^10 f 23.10 'ị 115. 

1 “ l 28 J' 3 [ 28.3 ) 42 ’ 

I + 1Ì +JL 

6 + lj 42 
5 

+ 42 

13 5 207 

+ 42 ~ 42 ' 

. ^ Q 42 ■ 42 207 9 ' 

5>. a)> Đúng; 

b) ) Sai. Số 0 không là sô' hữu tỉ dương và cũng không là số hữu tỉ âm; 

c) Đúng; 

d) i í)úng; 

e) > Sai. Mọi số hữu tỉ đều viết được dưới dạng phân số với a, b e 7L 

b 

và b * 0. 


-r 

35 


4 ) 3 

3 + ỉ + il 

3 2 ) 

3 + 2) f 


.28/3 
+ [-4 + 3- 

l + ii] 

42 J 
5 245 -4 


3 { 42 J 42 

115 _ 207 115 
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) Ta làm phép chia sau 

370 I 99 

730 I 0,3737.. 


21516 - 215 21301 


Lời bình : Lưu ý them là ta có thể viết : 

„0 = 0,(0); 2 = 2,(0); -13 = -13,(0). 


Ngoài ta : -0,18(0) = 


180 - 18 162 _ 9 

900 ” 900 ~ 50 ’ 


0,14(9) = S -0,16. 

900 900 


42-4 38 19 


-0,4(2)= Ỉ + Ị£_l| = n_49 
3 3 45^ 3 45 

= 165 -19 146 11 

45 45 45' 


[0,(5).0,(2)] : 31 


1 33 ì - ÍẼ -) ÍH 25'ì _ H í 110.25^ 
3 : 25j _ U'9j [3 33J “ 81 


81 110.25 81.25 27.25 67S 


Lời bình : Tương tự ta có thể "tính biểu thức sau : 


0,5(8; 




Vậy biếu thức M có giá trị : 


39 56 5 6 53 13 14 5 90 53 _ 13 14 3 

90 1 9Õ'2 ~ 5£'3Õ ~ 30 + T ế 53 'iõ ~ 30 + ~9 2 

90 

_ 13.9 +14.30 - 3.135 402 67 22 

270 - 270 ” 45 ~ 45 


8. a I Ta có : 


b) 


(5 1 -5 3 ) 3 
125 5 
9 3 

(3 4 - 3 3 f 


[5 3 (5-l)] 3, 
(5 3 ) 5 
(3 2 ) 3 

[3® (3 -1)] 2 


5 9 .4 j _ 4^_ _ 64 
5 15 - 5 6 _ 5 6 
3 6 1 

3 6 .2 2 ~ 4' 


• Lời bình : Có thế giải thêm bài toán sau : 



Cách giải như sau : Ta lần lượt có : 



9 64 '8 25 32 

16'125'27 ~ 4 15 


375 - 128 . 247 1 7 

60 60 60' 


1± = ị-l\ (~2f = 4. 

3 ) { 3) 27 

1 ự < í4f < ì < (ư <( _ 2) T 

3) { 4 J 2 [2) 
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10. Ta có : a) 4 100 = (2 2 ) 1 "" = 2 2 - 100 = 2 200 ; 

b) 75 2u = (15.5) 20 = (3.5 2 ) 2U = 3 2 I ’.5“\5 30 

= 15 10 .3 I0 .5 :Ỉ " = (15.3) 10 .5 30 = 45 1U .5 30 . 

• Lời bìtih : 

a) Tương tự : "So sánh 54' với 21 n ." 

Ta có : 54 4 = (2.27) 4 = (2.3 3 ) 4 = 2 4 .3 1Z 

21 12 = (3.7) 12 = 3 12 .7 12 
Do 7 ÍZ > 2 4 nên ta suy ra ngay : 21 12 > 54 4 . 

b) Chứng tỏ rằng : (-l) 2k = 1 còn (-l) 2k + 1 = -1 với mọi k tự nhiêi. 

Ta có : (-1) 2 = (-l).(-l) = 1, suy ra (-l) 2k = ((-l) 2 ) k = l k = 1 

Lại có (-l) 2k - 1 = (-l) 2k .(-l) = l.(-l) = -1. 

11. a) Ta có : 3 21 = 3 20 .3 = (3 2 ) 10 .3 = 9 10 .3 

2 31 = 2 30 .2 = (2 3 ) 1U .2 = 8 U) .2 
Do 9 10 > 8 10 nên 3.9 10 > 3.8 10 > 2.8 10 , vậy : 

3 2í = 3.9 1U > 2.8 10 = 2 31 , tức là 3 21 > 2 31 . 
b) Ta có : 2.5 3 = 2.5 2 .5 = 50.5 

5.2 3 = 5.8 

Vậy 50.5 > 5.8, tức là 2.5 3 > 5.2 3 . 

• Lời bình : 

a) Tương tự : "Hãy so sánh hai số ÌOƠ 20 và 9898 10 ." 

Ta thấy ngay rằng 9898 11 ’ < 10000"’, mà ÌOOOO 10 = (ÌOO 2 ) 10 = ]00 2IJ . 
Vậy ÌOO 20 > 9898 1U . 

b) So sánh bốn cách viết với ba chữ số sau dây.y 222, 22 2 , 2 22 , 2r . 

Ta có : 2 22 = 2 4 = 16; 22 2 = 484; 2 22 > 2 9 = 512. 

Vậy : 2 22 > 22 2 > 222 > 2*. 

12. Vi a n dương với mọi n nên nhân hai vế của đẵng thức ỉã cho 
i^a n + j = 1 với a" ta được đẳng thức tương đương a 2n - 2a n 4 1 = 0, 

hay (aP - l) 2 ='0. Suy ra a" = 1, tức là n = 0. 

• Lời bình : Có thề giải các bài toán tương tự : 
a) "Tìm sô' tự nhiên n sao cho 25 < 5" < 125." 

Cách giải như sau : 

Ta có 25 = 5 2 và 125 = 5 J . do đó 5 2 < 5 n < 5 3 . 
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Suy ra : 5" = 5 3 , vậy n = 3, hoặc 5" = 5 2 vậy n = 2. 

Nếu n = 3 thì 5 3 = 5 n > 5 Z , còn nếu n = 2 thì 5 3 > 5" = 5 2 . 

Vậy n = 12; 31. 

b) "Tìm tất cả các số nguyên n sao cho —.27" - 3"." 

Ta có cách giải sau : 

ỉ. 27" = -Ị— .(3 3 ) n = = 3 3n " 2 . Biểu thức này bằng 3 n nên ta có : 

9 3 2 3 2 

3 :in ~ 2 = 3", suy ra 3n - 2 = n, từ đó n = 1. 

13. Do 27 = 3 3 nên từ bát phương trình đả cho suy ra : I p I <3. Từ đó ta 
có : p 6 (-3; 31. 

• Lời bình : Tương tự, ta có thế "Tìm giá trị của p sao cho 63 <2 P < 128". 
Cách giải như sau : 

Ta có 64 = 2 6 ; 128 = 2 7 . Từ đó ta có ngay các giá trị của p là 6 và 7. 

• Nhưng nếu phải tìm p sao cho 16 < Ị^ỉj < 32 thì do 16 = 2\ 32 = 2 5 

nên không tồn tại giá trị nào của p thỏa mãn bất đẳng thức kép đã 
cho. 

14. Ta có : 3125 = 5 r ’ và 59 049 = 9 r> , do đó : ^ j , suy ra n = 5. 

• Lời bình : Tương tự ta có thể "Tìm n sao cho (0,25)" = 

256 

Ta có 0,25 = ị nên (0,25)" = ị ị) và 256 = 4 4 nên — = -ỉ- = í Ị1 . 

4 UJ 256 4 4 UJ 

Vậy : (ị) = (ị) ’ từđón = 4 - 


15. Ta hãy biến đôi biêu thức dã cho thành lũy thừa của 2 và 3 như sau : 
M _ (2 2 ) 6 .(3 2 ) 5 +(2.3) 9 ,(8.3.5) = 2 12 .3 ĨŨ + 2 9 .3 9 .2 3 .3.5 
(2 3 ) 4 .3 12 - (3.2) 11 ~ 2 12 .3 12 -3 n .2 n 

_ 2 12 .3 1U + 2 12 .3‘°.5 _ 2 12 .3 10 (1 + 5) = 2£ = 4 g 
3 n .2 n (1.3 -1) ~ 3 u .2 n .5 '3.5*5 “ ’ 


Lời bình : Ta giái thêm bài toán sau : 

"Chứng minh biếu thức 8 1 " - Ố' - ố* chia hết cho 55 và biếu thức 
10 !J + 10 s + 10 7 chia hết cho 111." 
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Cách giải như saư : I 

8"' - 8 m - 8 8 = 8 S (8" - 8 - 1) = 8 8 .55, chia hết cho 55. 

10 9 + 10 8 4 10 7 = 10 7 (10' + 10 + 1) = 10 7 .111, chia hết cho 111 

16. Trước hết ta so sánh 10.A với 10.B, từ đó suy ra A < B. Ta có : 

-10U0 2on +l) -(10 20U .10 + 10) 

' ' 10 2012 + 1 " 10 20l2 + l 

_ -qo 2012 +10) _ -ao 2012 41) _ 9 _ _ 1 _ 9 

10 2012 + 1 - 1O 2012 + J 10 2012 + 1 ~ lo 2012 4 1 

9 

Tương tự : 10.B = -1- —“7 -. 

10 2013 + 1 

Do 10 2 " 13 4 1 > 10 2012 4 1, nên iq2 J + 1 > ^77' 


Do đó 10.A < 10.B, tức là A < B. 

Lời bình : Tương tự : 

1 + 13 + 13 2 +... + 13 13 . l + ll + ll 2 ^ 

"Cho c *= ---———-7— và D = - 

1 + 13 + 13 2 + ... + 13 12 

Chứng minh rằng c > D. " 

Cách giải như sau : 

(1 + 13 + 13 2 + ...+ ia 12 ) + 13 13 


1 + 11 + ll 2 4 


c = - 


1 + 13 4-13 2 + ... + 13 12 
, 1 + 13 + 13 2 4-... 4 13 12 


1 + 13 + 13 a H 

,.r 1 .1 


1 + 11-+ ir +.. 

, 14- 11 4 ll 2 


1 + 11 + 11 “ + . 
1 ; 1 


JL_1_ _Ị_ J_ 1 

I < n 13 ’ 13 12 < n 12 ’ 13 < 11 


= 1 + 1 

V11 1U 
nên c > D. 


17. Ta biết rằng tống : 2 9 4 2 8 + ... 4 2 1 4 2° = 1023 (*) nên một sốcó ba 
chữ số abc biểu diễn được dưới dạng tổng các lũy thừa khác nhíu cua 
số 2 không thể có quá 9 số hạng. 

Do đó đế tìm sô có ba chữ số chứa 9 số hạng có thể dựa vào (*) ở trên, 
bằng cách bó đi bất cứ số hạng nào lớn hơn 23, tức là từ số 1023 a trừ 
bớt di 32; 128; 256 và 512. 

Vậy các số có ba chữ số thỏa mãn bài ra là : 991; 959, 895 : 767 và 511. 
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• Lời bình : Ta xét thêm bài toán sau vế tìm sô có ba chữ số 

"Tìm tát cả những sô có ba chữ số, sao cho khi xóa bất cứ chữ sổ nào 
thi số có ba chữ số đó chia hết cho sô còn lại có hai chữ sô ." 

Giả sứ abc là một trong các số thóa mãn bài ra. Vì abc = lO.ab + c 
nên c = 0. Thế thì theo giả thiết lOOa + lOb chia hết cho lOa và cho 
10>b, tức là lOa + b chia hết cho a và cho b. 

Điều kiện thứ nhất được thỏa mãn nếu b chia hết cho a, tức là b = k.a. 
th«ế thì từ điều kiện thứ hai suy ra lOa chia hết cho ka, tức là chia hết 
cho k. Vì b 5* a nên k = 2 hoặc 5. 

Vớti ịt = 2 ta được bốn số : 120; 240; 360 và 480. 

VcSi k = 5 ta được một số là 150. 

Vậy cả tháy có 5 số thỏa mãn bài ra. 

18. Giá sử một nhóm học sinh gồm n người trong đó có m nữ. Ta phái tìm 
sô tự nhiên n nhỏ nhất sao cho tồn tại số tự nhiên m thỏa mãn bât 
đăng thức : 

5 n 2 

Cho n các -giá trị từ 2 đến 7 ta thấy rằng bất đẳng thức trên chỉ thỏa 
m 3 

mãn với phân sô — = „• Vậy 7 là giá trị nhỏ nhất của n cần tìm, tức 
11 7 

là nhóm học sinh đó ít nhất phải có 7 người. 

• Lờii bình : 


a) Lưu ý ‘rằng : phân sô ^ có được từ các phân số ^ và 1 bằng cách 

7 5 

cộng tử 2 + 1 = 3 và cộng mẫu 5 + 2 = 7. 

b) Với bài ra ớ trên nếu có thêm câu hói : 


"Có ít nhất bao nhiêu học sinh đi cẩm trại nếu sô' nữ nhó hơn 44 C Á 
nhưng lớn hơn 43 C Á ?" thì cách giải.lại như sau : 

43 m _44_ _ 11 
100 < n < 100 ~ 25 

với n là số tự nhiên nhỏ nhất. (1) có thể viết : 


Ta phải tìm giá trị — sao cho" - 


( 1 ) 


.14 n 3 , 14 

2-r > —- > 2-—, hay —7 ; 

43 m 11 43 

Lại một lần nữa viết như trên : 



n - 2m 


m - 3(n - 2m) 7m - 3n 


( 2 ) 
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3 

Đế' ý rằng giữa khoảng 14 và ^ ta sẽ tìm được giá trị nguyên nhỏ 

nhất là 2. Từ n - 2m = 2 và 7m - 3n = 1 ta sẽ tìm được hai sô tự 
nhiên n = 16 và m = 7. 

Vậy nhóm học sinh đó có ít nhất là 16 người. 

19. Áp dụng tính chất cứa dãy tỉ số bằng nhau ta có : 

a) — - — - a + k 60 3 

a 9119 + 1120 = 

Từ đó có ngay : a = 9.3 = 27; b = 11.3 = 33. 

b) 

12 26 12 - 26 -14 2 

Từ đó a = 12 =s -6; b = 26.Ị^-ỉj = -13. 


Lời bình : Ta giải thêm bài toán tương tự : 

"Tìm ba số X, y, z ti lệ với cqc sô' 5, 6, 7 biết rằng tổng ba số đó bảng 
108." 


Rõ ràng ta có thể viết : 


_ X + y + z _ 


108 

18 


567 5+6+7 

Từ đó X = 5.6 = 30; y = 6.6 = 36; z = 7.6 = 42. 

Vậy ba sô phải tìm là X = 30, y = 36 và z = 42. 

.. a 2 c 2 

20. Theo tính chát của tỉ lệ thức ta có thể viết : —— = ——. 

b 2 d 2 

a 2 c 2 a 2 + b 2 

Cộng 1 vào hai vế được : 1 + — = 1 + , hay. ——-— 

b 2 d 2 b 2 


Vậy 


+ b 2 b 2 
+ d 2 d 2 

1 Lời bình : Có thế thêm câu hói sau : 

a c ac a" + c 1 „ 

"Từ — - — suy ra — = —-—. Ta có cách giai sau đây : 

b d bd b~ + GT 


Đật 5, = £ = k, ta có a = bk, c = dk. 
b d 


.. ac bk.dk _ . V . „ 
Do đó —T — ■ = k , còn 

bd bd 


a 2 + c 2 _ (bk) 2 + (dk) 2 
b 2 + d 2 " b 2 + d 2 


k 2 (b 2 + d’-) 
b 2 + d 2 


= k 2 . 


Vậy ta suy ra tỉ lệ thức : 


ac _ a 2 + c 2 
bd = b 2 + d 2 ■ 
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21. Ta có : 


0,18(0) = 


180 - 18 
900 


0,14(9) 


0,(37) = 


; 149 - 14 _ 
900 

37-0 37 

99 “ 99 


162 _ 18.9 
900 ~ 9.100 


_9_. 

50’ 


Lời bình : Tương tự, hãy "tính tổng sau đây : 0,(3) + 


Ta có : 
0,(3) + 


3 

9 


1 . 

3’ 


0.4(2) = 


+ 0,4(2) = 


10 + 19 _ n 
3 + 3 + 45 ~ 3 


42-4 _ 38 
90 ~ 90 

19 _ 165 + 
45 ’ 45 


3-- + 0,4(2)." 

3 

_ 19 U S „ . 

= — 7-. Vậy : 

45 

19 184 „ 4 

45 _4 45 


22. Ta có : 

a) = 0,727272... = 0,(72). Do đó 2— = 2,(72); 

33 33 

19 19 

= 0,143939... = 0,14(39). Do đó -1-^- = -1,14(39). 

132 132 

b) Do 0,(26) = 0,2626... nên 0,(26) > 0,261; 

Cũng do -3,(776) = -3,776776... nên -3,776 < -3,(776). 

• Lời bình : Tương tự : 

_ . , 8 , 3 , 

c) "Viết các số hữu tỉ và -7— dưới dạng số thập phân tuân hoàn. " 

_ 2 _ 1 

d) "So sánh : -2— và -2,67; ■— và 0,1428(57)." 

3 7 

Ta có : 

c) -1- = 0,(06504) và -lẬ = -1,(230769); 

123 13 

d) -2? = -2,6666 = -2,(6). Do đó -2% > -2,67; 

3 3 


23 . 


— = 0,(142857). Do đó ị < 0,1428(57). 

7 . 7 

a) Giữa hai số vô tỉ V 2 và >/3 có số hữu tỉ là ■§. 

2 

1 3 

b) Giữa hai sô hữu ti — và — có các số vỏ ti là : 


2 5 

1 + jị/ 3_ và 3 

2 + 1000 va 5 


42 

10000 
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Lời bình : Tương' tự : 

c) "Cho ví dụ về ba sô hữu tí giữa các sô 1 và 4~2 " 
d ) "Cho ví dụ về hai số vô tí giữa các số 1 và 1,1 ." 

Trả lời : 

c) Giữa các số 1 và 42 có ba sô hữu ti sau : 1,1; 1,01 và 1,001 


I 1,1 có hai số vô tỉ sau : 1 -+ 


1001 ' 


24. Ta có : 

a) 3 :i + 4 3 + 5 3 = 27 + 64 + 125 = 216 = 6 3 ; 

b) 12 8 .9 ,a = (12 2 .9 3 )' 1 = (2' l .3 8 ) 4 = (18 4 ) 4 = 18 16 ; 

c) 14,2.11 + 14,2.41 + 5,8.11 + 5,8.41 = 14,2(11 + 41) + 5.8(11 - 41) 

= 52(14,2 + 5,8) = 52.20 = 1040. 
• Lời bình : Tương tự, "hãy thử lại các đẩng thức sau : 
a) (1 + 2 + 3 + 4f = l 3 + 2 3 + 3? + 4 :i ; 


b) 75' m = 45 W .5 :I "\ 


1 1 ỉ ỉ 

5.7 Z9 63.65 (E 


Ta có : 

a) 10- = 1 + 8 + 27 + 64 (= 100); 

b) 75*' = 25- u .3 20 = 5 40 .9"’ = (5.9)"’.5 :MI = 45 10 .5 30 ; 

c) 1 I 1 1 

c 5.7 + 7.9 + ' + 63.65 

■|s-iHỈ-ỉ)*-(n-ểW=-5)]-ì(i-s)-ẫ 


D. DÔ BẠN GIẢI ĐƯỢC 
Biếu thị các số 

1. Biểu thị số 1000 bằng : 

9 , 

a) năm hoặc chín chữ số 9 (ví dụ 999-r = 1000 với năm chừ sô 3) 

9 

b) sáu chữ sô” 3 

c) mười ba chữ sô' 5 

d) tất cá mười chữ số (từ 0; 1; ...; 9). 

2. Biểu thị số 100 bằng : 

a) nám chữ số 1 b) năm chữ số 3 c) năm chữ 5Ô 5. 
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§/. u/ DC5N TDÍ/C ĐẾN DA Thííc 


A. KIÊN 1 H ỨC CẮN NẮM VỮNG __ 

1. Dom thức 

a) Dơn thức là biểu thức đại số chỉ gồm một số, hoặc một biến, hoặc một 
t íclii giữa các sô và các biến. 

b) Bậ c của đơn thức có hệ số khác 0 là tổng các số mũ của tất cá các biến 

có trong đơn thức. * 

Sô thực khác 0 là đơn thức bậc 0; số 0 được coi là dơn thức không có 

c) Muiốn nhân hai đơn thức ta nhản các hệ sô với nhau và các phần biến 
vớii nhau. 

d) Ha i đơn thức đồng dạng là hai dcm thức có hệ số khác 0 và có cùng 

phần biến. 

e) Muốn cộng (hay trừ) các đơn thức dồng dạng, ta cộng (hay trừ) các hệ 
sỏ với nhau và giữ nguyên phần biến. 

2 . Dcu thức 

a) Da thức là một tổng cùa những đơn thức. Mỗi đơn thức trong tổng được 
gọi là một hạng tử cùa đa thức dó. 

b i Bậ<c của đa thức là bậc cùa hạng tứ có bậc cao nhất trong dạng thu gọn 
cuai da thức đó. 

c) Da thức một biến là tống cua những dơn thức của cùng một biến. 

d) Muốn cộng hoặc trừ hai đa thức một biến, ta có thể thực hiện theo một 
tromg hai cách sau : 

Tlnực hiện theo cách cộng, trừ đa thức; 

- sắjp xếp các hạng tử của hai đa thức cùng theo lũy thừa giảm (hoặc 
ta 1)1 gí cùa biến, rồi đặt các phép tinh theo cột dọc tương tự như cộng, 
trừr các số (chú ý dặt các dơn thức dồng dạng trong cùng một cột). 

e) Nglhiệm cùa đa thức một biến : Nếu tại X = a, đa thức P(x) có giá trị 

bàmg 0 thì ta nói a (hoặc X = a) là một nghiệm của da thức đó. Một đa 
thúíe (khác đa thức không) có thè có một nghiệm, hai nghiệm, ..., hoặc 
vỏ nghiệm. _ 

B. CÁC 1BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH 

1. Tíinh nhanh giá trị cùa biểu thức : 

a 2 (b + c 2 )(a 3 - c 6 Xa 2 -c) . 

-^^-— với a = -4, c = 16. 

a 2 + c 2 
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2. Tính nhanh giá trị của biểu thức : 3—Í—.4—í— - l-Ị4r-5~—T - 

117 119 117 119 119 


3. Số 1973 có thể viết dưới hai dạng sau : 

a) 1973 = l 7 .(9" - 7 4 - 3 7 ) 

b) 1973 = (1 + 9 2 .7 2 + 3) - [('1 + 9) a + (7 + 3) 3 ]. 


Hãy dùng các dấu và các sô mũ, cùng với các dấu ngoặc ( ) 

và [ I để viết 1973 theo cách tương tự như trên (viết được càng nhiều 
càng tốt). 

4. Chứng minh rằng : 


Nếu có tỉ lệ thức 7- = -ị thì 
b d 


a 20U + b 2014 
c 2014 + (j2014 


5. Rúl gọn biếu thức : 2p - m - 12m - p - [p + 3m - (5p - m)Ịl 

khi m = a 2 + 2ab + b 2 và p = a~ - 2ab + b". 

6. a) Tính giá trị nhỏ nhất cùa biểu thức : A = (2x + l) 2 - 3. 

b) Tính giá trị lớn nhất cùa biểu thức : B = 5 - (3y - l) 4 . 

7. Cho các đơn thức ^mx 4 y 3 ; -7n 5 x u my 4 ; ~—x 7 y 10 trong đó m, n là các 
hăng số, còn X, y là.các biến. 

a) Xác định hệ số của mỗi đơn thức. 

b) Xác định bậc của đơn thức đối với từng biến và đối với tập hợp các 
biến. 

8. a) Tính tổng các đơn thức : 

3xV - Ị^ x y + 321y 5 x 2 - x 2 y 5 j + Ị-yx 2 y 5 j + 321yV. 


b) Tính tích các đơn thức và tìm bậc của dơn thức thu dược : 
(-7xV) :i .(inxV 2 ) 2 .(-2raxy ;i ) 4 . 

9. a) Tính tổng các đa thức và tìm bậc của đa thức thu được : 

(4x 2 - x 2 y - 5y :ì ) + (6y :i - 15xy 2 - 4x 2 y - 10x : ‘) 

- <-2x 3 + 6xy 2 + x 2 y) - (-3x' - lOy '■). 
b) Tính hiệu các đa thức và tìm bậc của đa thức thu được : 

(5,7z 2 t - 3,lzt + 8t 3 ) - (6.9zt - 2,3z 2 t 2 + 8t'). 

10. Giải thích tại sao : 

a) Tổng cùa số có hai chữ số ab và số có hai chữ số viết theo thứ tự 
ngược lại ba là một số chia hết cho 11. Cho ví dụ. 
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11 . 


b) Hiệu cua sô có ba chữ sô abc và sỏ’ có ba chữ số viết theo thứ tự 
ngược lại cba cũng là một số chia hết cho 11. Cho ví dụ. 

Chứng minh rằng : 

a) Sỏ aabb chia hết cho 11, cho ví dụ. 

b) Sô abc + bca + cab chia hết cho 3 và cho 37, cho ví dụ. 

12. Tìm sô p có tính chất sau : nếu tổng các chữ sô a + b mà chia hết cho 
p thì các sô abbb và baaa cũng chia hết cho p. 

13. Cho số 111...11 gồm n chữ sô 1. Hói 11 bằng bao nhiêu đế sô' này chia 
hết cho 13 ? 

14. Cho các đa thức một biến : 

A = -3x(x - 3) + 3x‘ - X'(X - 3) - 9x + 2 
B = 2x-(x- + 3) - 4x :l + 2(x - 1) + 3. 

a) Thu gọn các đa thức trên và sắp xếp chúng theo lũy thừa giảm cùa 
biến. 

b) Tính A + B. 

15. Thu gọn các đa thức sau rồi tìm nghiệm cùa chúng : 
ai (2t~ - 5t + 1) - tt' + 3t + 1) 

bì (3t- - 2t + 1) - (3t 2 - 2t + 5). 

16. Cho đa thức f(t) = at 2 + bt + c. Tìm các hệ số a, b, c biết rằng khi thay 
t lần lượt bằng 0, 1, 2 ta được 110) = 1, fíl) = 2, Í12) = 2. 

17. Cho các đa thức : A = 5a 4 - 8a :i b + 2a'b~ - 4ab 3 - b 4 ; 

B = a 1 + 3a 3 b - 5a'b" - 6ab 3 - 2K 1 ; 
c = -4a' 1 + 5a :t b - 7a 2 b" + 10ab 3 - 5b\ 

Tính : a) A + B - c b) -A - B + c. 

Có nhận xét gì về hai kết quá tìm được ? 

18. Chứng minh rằng các da thức sau đây có giá trị không âm với mọi giá 
trị của X, y : 

a) X“ - 2x + 2y' + 8y + 9 b) (X' - xy + ý l f + (x M + xy + y 2 ) 3 . 

Khi nào thi có đẳng thức ? 

19. Viết dưới dạng đa thức : 

a) mn + 2m - 3n b) ỊabỊ - ab c) abc - bc + a. 

20. Chứng minh răng : 

a) Biếu thức mn(m + n) chia hết cho 2 với mọi m, n. 

b) Hiệu 2011* - 2011 7 chia hết cho 2010. 



c. CÁCH GIẢI VÀ LỜI BÌNH 

1. Do a = -4, c = 16 nên a 2 = c = 16, vì vậy thừa số cuối a 2 - cớ tứ cua 
biểu thức đã cho bằng 16 - 16 = 0. Do đó biểu thức bằng 0. 

• Lời bình : Tương tự, hãy "tính nhanh giá trị của biểu thức : 
a 2 (a + b 2 )(a‘ - b'")(a 2 - b) với a = -25, b = -5." 

Ta thấy ràng b" = (-5)" = 25 và a = -25 

nên thừa số thứ hai a + b 2 = -25 + 25 = 0, do đó biếu thức đà chcbằng 0. 

2. Đặt —ỉ— = a, —= b. Ta nhận thấy rằng hỗn số m— có thê viết 

117 119 n 

dưới dạng một tổng m + — nên : 


,116 , 116 
1 —— = 1 + —— - 
117 117 


1 + 1 = 2 - a; v.v 


Vậy biếu thức dà cho có thế viết : 

(3 + a)(4 + b) - (2 - a)(6 - b) - 5b = lOa = 

117 

• Lời bình : Tương tự, hãy "tính nhanh giá trị cửa biểu thức : 

2012(2013 ■*' + 2013 h + ... + 2013 2 + 2014) + 1." 

Ta đặt 2013 = m thì biểu thức đã cho có thê viết : 

Un - lHm' + m* + ... + nr + m + 1) + 1 
= (m 1(l + m H + m fl + ... + m :i + m" + m) - (m H + m* + ... + m 2 + m+ 1)+ 1 
= m lu . 

Vậy giá trị cúa biểu thức đã cho băng 2013 1 ". 

3. Ta có thế viết theo các cách sau đây : 

a) 1973 = (19- + 7 1 - 3 ,; ) - (1.9.7 - 3) 

b) 1973 = (-1 2 - 9 :i + 7" + 3 ‘) - (1 - 9.7 + 3) 

c) 1973 = i r' + (9 - 7)" - 3 1 ! - [1 - (9 - 7)‘| 

dì 1973 = [(1 + 9) :i + (7 + 3) :1 Ị + [(1 - 9 + 7).3 ;i | 

e) 1973 = f(l + 9) 3 + (7 + 3/l - (l 3 - (9 + 7)° + 3 3 |. 

• Lời bình : Nếu bây giờ. 'số 1973 có thc biểu diễn dưới dmg tích, 
chàng hạn : 1973 = 1.2.3. .8.9 và 1973 = 9.8.7...2.1. 

Hãy dùng các dấu +, - . và dấu ( ) để xen vào giữa các chữ ế củV số 
123. ..89 và sổ 987. ..21 sao cho được kết quá là 1973." 
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("ách giái sẽ như sau : 

as (-1 + 2).34.56 + 78 - 9 = 1973 

l>) 9 + 8 - 7 + 654.3 + 2 - 1 = 1973. 

3 c ,3 b , , » 

4. Ti lệ thức — = — có thè viêt — - —. Theo tính chất cùa dãy ti số bàng 
b d c d 

nhau ta có : — = hay nâng lên lũy thừa 2014 : 

c d c - d 

a 2014 b 2014 (a - b) 2014 
c 2014 d 2014 (c-d) 2014 

Ap dụng lần nữa tính chất dây ti số bằng nhau sẽ dược : 

a 20M + b 20H (a b) 2014 

c 2014 +d 2014 (c-d) 2014 ' 

• Lời bình : Ta giải thêm bài toán sau : 

. abc ——— , 

'Tim giá trị nhỏ nhất cúa tí sô - - - trong đó abc là sô có ba chữ 

a + b + c 

Cách giải như sau : 

.. ,, , . 4U . s , . , _ 100a + lOb + c _ . . - lla + b 

Tí sô đã cho có thê viêt : k = -—--= 1 + 9.---. 

a+b+c a+b+c 

Ta có k nhó nhất khi c lớn nhất (với a, b xác định), tức là khi c = 9. 

Khi đó : k = 10 + 9,— P a t -- 9 -- 
a + b + 9 

Với a xác định, k sẽ nhỏ nhất khi b = 9. Khi đó : 

k = 10 + 9.^ , 10 + = 100 - 

a + 18 a + 18 a + 18 

và k sẽ nho nhất khi a nhó nhất tức là khi a = 1. 

—— 199 199 9 

Suy ra sô phái tìm abc = 199 và tí số k = -—— = —— = 10—. 

1 + 9+9 19 19 

LikJ ý là bài toán này có thể mớ rộng cho số gồm n chữ số. 

5 Trước tiên ta rút gọn biểu thức, sau đó mới thay các giá trị của m và p 
vào biếu thức đã rút gọn. Ta có : 

2p - m - |2m - p - Ip + 3m - (5p - m)ll 

= 2p - m - (2m - p - [p + 3m - 5p + mỉ) 

= 2p — m - (2m - p + 4p - 4ml 

= 2p - m - 3p + 2m = m - p. 
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Thay các giá trị của m và p vào biểu thức rút gọn m - p này được : 
m - p = a 2 + 2ab + b 2 - (a 2 - 2ab + b 2 ) 

= a 2 + 2ab + b 2 - a 2 + 2ab - b 2 = 4ab. 

Lời bình : Tương tự, hãy "rút gọn biếu thức 6m - 4 - \ 3m - lí." 


6. a) Với mọi X ta luôn có (2x + l) 2 > 0 nên biểu thức A = (2x + lf - 3 ỉ '-3, 
do đó giá trị nhỏ nhâ't của (2x + l) 2 - 3 bằng -3 khi 2x + 1 =t 0, tức 


Vậy khi x = ~ 2 kiêu thức A có giá trị nhỏ nhâ't bằng -3. 

b) Với mọi y ta luôn có (3y - iy* >0. Nhàn hai vế với -1 ta có 
-(3y - ắ 0 (nhó đổi dấu > 0 thành < 0). Thêm 5 vào hai vế được 
B = 5 - (3y - ư < 5. 

Do đó giá trị lớn nhất của B bằng 5 khi 3y - 1 = 0, tức là khi y = ỉ. 
Vậy khi y = ì thì biếu thức B có giá trị lớn nhất bằng 5. 


Lời binh : Tương tự, ta có bài toán sau : 

c) "Tìm giá trị nhỏ nhất của biếu thức : c = (x? - 9f + ly - 5 I - 1." 

.„ 3 

d) "Tìm giá trị lớn nhất của biếu thức : D = ——- 


Cách giải như sau : 

c). Vứi mọi X ta luôn có (x 2 - 9) tì > 0 và với mọi y ta luôn có ly - 51 à 0, 
do đó biếu thức (x 2 - 9) 2 + I y - 5 I >0 nên 
c = (x 2 - 9) 8 + I y - 51 - 1 > -1. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của c bằng -1 khi (x 2 - 9) 6 + I y - 51 =0. 

Mà tổng của hai số không âm bằng 0 khi và chỉ khi mỗi số dó phải 
bằng 0, tức là ta có : 
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(X 2 - 9) h = 0, suy ra X 2 - 9 = 0, từ đó X = ±3; 
ị y - 5 I = 0, suy ra y - 5 = 0, từ đó y = 5. 

Vậy khi X = ±3, y = 5 thi biêu thức c có giá trị nhỏ nhất bằng -1. 
d) Ta luôn có 3t 2 + 6 > 6 với mọi t. Ngoài ra, nếu hai phân sô có cùng 
tử là 3 thì phân sô' nào có mẫu lớn hơn là phân sô' nhỏ hơn, do đó 



Giá trị lớn nhất của biểu thức D = —--— 
3t 2 +6 


bằng — 


khi t = 0. 


Vậy khi t = 0 thì biêu thức D có giá trị lớn nhất bằng —. 

2m 


lỗi đơn thức dã cho theo thứ tự là : 


3 


-7n I 


mn 
; 5 


b) Đơn thức ^mx 4 y 3 có bậc 4 đôi với biến X, bậc 3 đối với biến y và 
bậc 7 đối với tập hợp các biến X, y; 

Đơn thức -7n r, x' , my' 1 có bậc 4 đối với biến y (vì x° = 1) và bậc 4 đối 
với tập hợp các biến X, y; 

Đơn thức - X 7 y 10 có bậc 7 đối với biến X, bậc 10 đối với biến y 
và bậc 17 đối với tập hợp các biến X, y. 

Lời bình : Có thê hỏi thêm : "Các dơn thức nào là đồng dạng nếu có 
ba đan thức : —rnxy 5 ; 9mx i ỷ‘ và ~m 3 xy 5 với : 


a) m là hằng, X và y là biến ? 

b) X và y là hàng, rn là biên ?" 

Cáu trả lời như sau : 

a) Khi m là hăng, X và y là biến thì có hai đơn thức đồng dạng là 
^mxy 5 và -Ệm 3 xy 5 (vì có phần biến đều là xy 5 ); 


b) Khi X và y là hằng, m là biến thì có hai đơn thức đồng dạng là ìxy 5 m 


và 9x ! y’m (vì có phần biến đều là m). 

8. a) Các dơn thức đã cho đều đồng dạng, để tính tổng của chúng ta cộng 
(hay trừ) các hệ sô' với nhau và giữ nguyên phần biến. Ta có thể 
viết, sau khi bó các dấu ngoặc : 
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3x 2 y ft - ỉx 2 y 5 - 321y 5 x 2 + x 2 y 5 - Ị^x 2 y 5 + 321yV 
5 5 

- ụ - i - 321 + 1 - ĨỆ + 321jx 2 y 5 = 0.x 2 y 5 = 0. 

b) Đổ nhân ba đơn thức ta nhãn các hệ sô với nhau và nhến các phần 
biên với nhau. Ta có, sau khi nâng lên lũy thừa : 

(-343x a y fi ).(m 2 x H y 24 ).( ìem^x^y 12 ) 

= (-343.m 2 .16in 4 Uxy.x , V 4 xV 2 ) = -5488m 6 jí 27 y* 2 . 

Đơn thức thu được có bậc 69. 

• Lời bình : Tương tự, hãy trá lời thêm các câu hói sau : 

c) "Viết các đan thức A, B, c biết rằng : A + B + c = x v ." 

d) "Viết các đơn thứcM, N, p biết ràng : M.N.P = y‘ M ." 

Các câu hỏi này có nhiều dáp số, sau đảy là hai dáp số, chẳng hạn : 

c) 7x 9 - 5x 9 - X 9 = X 9 ; -llx 9 - 4x 9 + 16x a = X 9 . 

d) y.y 9 .y 89 = y"; yiiyứ yo _ 

9. a) Bỏ các dấu ngoặc ta có : 

4x 2 - x 2 y - 5y 3 + 6/* - 15xy-' - 4x 2 y- 10x 3 + 2x :i - ôxy 2 - x 2 y - 3 x‘‘ + lOy 3 
= 4x 2 - 6x 2 y - 21xy 2 + 5x 3 + lly 3 . 

Đa thức thu được có bậc 3 đôi với hai biến X, \ 
b) Bỏ các dấu ngoặc ta có : 

5,7z 2 t 2 - 3,lzt + 8t ‘ - 6,9zt + 2,3z 2 t 2 - 8t :í = h zh 2 - 10zt. 

Đa thức thu được cỏ bậc 4 đối với hai biến z, t. 

• Lời bình : Tương tự, hãy "tim đa thức M biết : 

a) 5xyz - 12x?yz 2 - lĩxy 3 - 21x 2 yz 2 - 6xyz + Aịf = 0; 

b ) M - (6x‘y‘ - ĩxyz 3 + 9xyz) = 4x‘y' - 3xyz* - 5xyz." 

Tìm đa thức M ờ đây là thực hiện một phép cộng hoặc trừ híi đa thức. 

a) Ta có ngay : 

M = ~5xyz + 12x 2 yz 2 + 17X7 2 + 21x 2 yz 2 + 6xyz 
= xyz + 33x 2 yz 2 + 17xy‘. 

b) M = 4x‘ , y :l - 3xyz ;i - 5xyz + (6x 4 y 3 - 7xyz :ì + 9xyz) 

= 4x‘ l y 3 + Sx^y 1 - 3xyt' - 7xyz 3 - 5xyz + 9xyz 
= 10xV - 10xyz 3 + 4xyz. 

10. a) Ta có : ab + ba = lOa + b + lOb + a = lla + llb = ll(a + b) 



Sô này chia hết cho 11. 

Ví dụ : 79 + 97 = 176 chia hết cho 11 (thương là 16). 
b) Ta lại có : abc - cba = lOOa + lOb + c - (lOOc + lOb + a) 

= lOOa + lOb + c - lOOc - ìob - a = 99a - 99c 
= 99(a - c). Số này cũng chia hết cho 11. 

Ví dụ : 572 - 275 = 297 chia hết cho 11 (thương là 27). 

• Lờỉi bình : "Nểu là hiệu ab - ba thì sao ? Nếu là lổng abc + cba thì 

Xét hiệu ab - ba = lOa + b - (lOb + a) = lOa + b - lOb - a 

= 9a - 9b - 9(a - b). Sô' này chia hết cho 9. 

Ví dụ : 91 - 19 = 72 chia hết cho 9 (thương là 8). 

Xé t tổng abc + cba = lOOa + lOb + c + lOOc + lOb + a 

= lOla + 20b + lOlc. 

Số này không chia hết cho 9 và cho bất cứ số nào. 

11. a) Ta có: aabb = lOOOa + lOOa + lOb + b r: llOOa + llb 

= ll(100a + b), chia hết chc 11. 

Ví dụ : 7755 chia hết cho 11 (thương là 705). 
b) Tổng đả cho có thể viết : 

abc + bca + cab = lOOa + lOb + c + lOOb + lOc + a + lOOc + lOa + b 

= 100(a + b + c) + 100(a + b + c) + (a + b + c) 

* lll(a + b + c). 

Do 111 = 3.37 nên lll(a + b + c) chia hết cho 3 và cho 37 (thương 
’.à 444) và chia hết cho 37 (thương là 36). 

• Lờti bình : Tương tự, "hãy chứng minh các số aaa và aaaaaa đều chiu 
hết cho 37." 

Tai có : aaa = lOOa + lũa + a = 11 la = 37.3.a, chia hết cho 37. 

aaaaaa = aaa.1000 + aaa, cả hai số hạng của tống đều chia 
hê t cho 37 nên tống cưa chúng cũng chia hết cho 37. 

Ví dụ : Số 555 chia hết cho 37 (thương là 15). 

Sở)' 777777 chia hết cho 37 (thương là 21021). 

12. Tai thấy ngay số p = 1 thóa mãn bài ra. 

Giíả sử a + b chia hết cho p, thế thì theo điều kiện đề bài số lOOOa + lllb 
chùa hết cho p, từ đó hiệu : (lOOOa + lllb) - lll(a + b) = 889a chia hết 
ehto p. 
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Nếu a và b là hai sô' nguyên tô cùng nhau thì a chia hết cho p. tkê' thì 
2 < p < 9, máu thuẫn ! Vì tống 1 + (p - 1) chia hết cho p nhưng 1 lại 
không chia hết cho p. Vì thế các sô p và 889 = 7.127 có ước chung khác 
1 nên p = 7. 

Vậy có hai sô thóa mãn bài ra là p = 1 và p = 7. 

• Lời bình : Ta có thể "tìm xem các số abbb và baaa là những số néo V' 

- Nếu p = 1 thì tống a + b chia hết cho 1, tức là a = 0, b = 1 hoậc 1 = 1 , 
b = 0, ta sẽ được các sô abbb = 111 và baaa = 111 đều chia hết cio 1. 

- Nếu p = 7 thì tổng a + b chia hết cho 7, tức là : 

a = 1, b = 6 hoặc a = 6, b = 1, ta có sô 1666 chia hết cho 7; 

a = 2, b = 5 hoặc a = 5, b = 2, ta có số 2555 chia hết cho 7; 

a = 3, b = 4 hoặc a = 4, b = 3, ta có số 3444 chia hết cho 7. 

13. Trước hết ta thấy rằng hai số 1 và 11 không thể chia hết cho 41. Ta 

thử chia các sô' tiếp theo 111, 1111, ..., cho 41 thì thấy rằng si đầu 
tiên chia hết cho 41 là sô' 11111 (với năm chữ số 1). 

Với các số tiếp theo 111111; 1111111; thì chỉ có số lllllỉllli (với 
mười chữ số 1) chia hết cho 41. Thử lại với số 11111111111111 (với 
mười lăm chữ sô 1) thì lại thây sô này cũng chia hết cho 41. 

Vậy sô' 111...11 với n chữ số 1 chia hết cho 41 khi n là bội cúa 5. 

• Lời bình : "Biết ràng sô 1001 chia hết cho 13 (hai chữ số ĩ- và há ehit 
số 0) hỏi với n bàng bao nhiêu ta có thể lập được số gồm n chữ sc 1 và 
n chữ sô 0 chia hết cho 13 ?" 

Ta nhận thấy rằng ngoài số 1001 còn có số 101010 (ba chữ số 1 'à ba 
chữ sô' 0) cũng chia hết cho 13. Từ đó ta thấy các sô' dạng : 

10011001...1001 và 10101010011001...1001 đều chia hết cho 13 
Như vậy tất cả những số lẻ 11 cũng như những sô' chẵn n lớn hơn hoặc 
băng 3 (n > 3) đều chia hết cho 13. 

14. a) Ta có : A = -3x(x - 3) + 3x 4 - x 2 (x - 3) - 9x + 2 

= -3x 2 + 9x + 3x 4 - X 3 + 3x 2 - 9x + 2 = 3x 4 - X 3 + 2 
B = 2x 2 (x 2 + 3) - 4x 3 + 2(x - 1) + 3 

= 2x 4 + 6x 2 - 4x 3 + 2x - 2 + 3 = 2x 4 - 4x : ‘ + 6x 2 + 2x+ 1 
b) Đế tính tổng A + B ta sắp xếp như sau : 

A = 3x 4 - X 3 + 2 

B = 2x 4 - 4x 3 + 6x 2 + 2x + 1 
A + B = 5X 4 - 5x 3 + 6x 2 + 2x + 3 


106 



* Lời bình : Tương tự, "Cho hai đa thức : 

c = -Ìy(y + 6)-^y 3 + y-|; D= ly(y-5)-3y 4 +2. 

Thu gọn các đa thức trên và sắp xếp chúng theo lũy thừa tăng của 
hiến, rồi tính hiệu c - D. " 

Cách làm như sau : 


„ 2 ..4 3 2 9.. 1 


2 7.. 3 2 1.2 2 , 
- — - —y—-y - —y +—y 
5 2* 4 3 r 3 y 


■■ ịy 2 - y - 3y 4 + 2 = 2 - y + ịr - 3y\ 
5 5 


Ta có hiệu c - D bằng : 


o 2 7 3.2 1 3 

c = - ry - —y - _y 

5 2 4 3 


3 

3y 4 


15. a) Ta có : (2t 2 - 5t + 1) - (t“ + 3t + 1) = 2t 2 - 5t + 1 - t 2 - 3t - 1 = t 3 - 8t. 
Xét t i - 8t = Ồ hay t(t - 8) = 0 ta được hai nghiệm là t| = 0, t-i = 8. 

b) (3t- - 2t + 1) - (3t“ - 2t + 5) = 3t 2 - 2t + 1 - 3t 2 + 2t - 5 = -4. 

Rõ ràng (-4) không thể bằng 0 nên đa thức này không có nghiệm. 
Nó là đa thức bậc 0 (vì -4 = -4t°). 

• Lời bình : Tương tự, "hãy tim nghiệm của các đa thức sau : 

c) m + 4)-(t* + 4t) d) \t + 4Ì" + T-" 


Ta có : 

c) tít + 4) - (t 2 + 4t) = t 2 + 4t - t 2 - 4t = 0, hay o.t = 0, đa thức này có 
vô sô nghiệm, t là bất cứ số nào. 


,ít + iì 


> 0, do đó đa thức đả cho không có 


nghiệm. 


16. Ta hãy thay t lần lượt bằng 0, 1 và 2 được : 

ÍX0) = 0 + b.o + c = 1 (1) 
f(l) = a + b+c = 2 (2) 

ÍX2> = 4a + 2b + c = 2 (3) 
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Từ (1) ta có ngay c = 1. Thay c = 1 vào (2) được a + b = 1 (4), Vào (3) 
được 4a + 2b = 1 (5) hay 4a = 1 - 2b, mà từ (4) có b = 1 - a nén : 

4a = 1 - 2b = 1 - 2(1 - a) = 1 - 2 + 2a - 2a - 1. 

Từ đó tìm được a = và b = —. 

2 2 

Vậy đa thức phải tìm là : -it 2 + ^.t + 1. 

Lời bình : Tương tự : 

a) "Tìm hệ số c của đa thức f(t) = 5Ỉ 2 - 6t + c biết một nghiệm cia nó 
là -1" 

b) "Tìm hệ số b của đa thức ftt) - 3t 2 + bt + 4 biết một nghiệm cia nổ 
là -2." 

Cách giải như sau : 

a) Ta có f(—1) =5+6+c=0 hay íl-1) = 11 + c = 0, suy ra c = -11 
tức là f(t) = 5t 2 - 6t + 11. 

b) Ta có f(-2) = 12 - 2b + 4 = 0 hay fl-2) = 16 - 2b = 0. suy ri b =8. 
tức là f(t) = 3t 2 + 8t + 4. 

Ta nhận thấy rằng các đa thức đã cho đã được sắp xếp thec líũy thừa 
giám dần cúa a và theo lũy thừa tãng dần của b. Do đó để tírh toán ta 
chỉ cần sắp xếp các phép tính như sau : 
a) A = 5a 4 - 8a :i b + 2a'V - 4ab 3 - b" 1 

B = a 4 + 3a :i b - 5a 2 b" - 6ab :l - 2b 4 
c = 4a -1 - 5a :i b + 7a'V - 10ab :i + 5b* 

. A + B - c = lOa' - 1 Oa ;i b. + 4a a b 2 - 20ab ;) + 2b'. 

bj A = - õa' + 8a :i b - 2a L V + 4ab ;ì + b 4 

- B = -a 1 - 3a :, b + 5a"b 2 + 6ab :i + 2b 4 
c - -4a' + 5a 'b - 7a"V J + 10ab :t - 5b 4 
-A - B + c = -lOa 1 + 10a ‘b - 4a a b- + 20ab 3 - 2b 4 . 

Ta nhận'thấy ràng các số hạng của đa thức A + B - c khác cdâi với 
các số hạng tương ứng của đa thức -A - B + c. Sơ dĩ như vậy ừ : 

-<A + B - C) = - A - B + c. 

Lời bình : Tương tự, "cho các da thức : M = 6y" - 4y 2 + 3y - 8. 

N = 4 - 6y + 2y J + 5yr; p = 4y - ỏ + 2y 2 - 8y :i . 

Hãv sđp xép mỗi da thức theo lũy thừa tăng dần của y rồi tính : 



M + N + p va M . t-N - P). 

Su sánh hai kết quả và giải thích tại sao." 

Trước hết ta sắp xếp mỗi đa thức theo lũy thừa tăng dần của y : 

M = -8 + 3y - 4y- + 6y' 

N = 4 - 6y + 5y' + 2y 1 
p = 7-5 + 4y + 2y" - 8y' ! 

M + N + p = -9 + y + 3y". 

Ngoài ra ta nhận thấy rằng : 

M - (-N- P) = M + N + p 

nên không cần tính tổng M - (-N - P) ta có thê kết luận ngay là : 

M - (-N - P) = -9 + y + 3y-. 

18. Ta có 

a) X- - 2x + 2y 2 + 8y + 9 = X 2 - 2x + 1 + 2(y 2 + 4y + 4) 

= (X - l) 2 + 2(y + 2 f > 0, với mpi X và y. 

Ta có đẵng thức khi X = 1, y = -2. 

b) (X 2 - xy + y 2 ) :i + (X* + xy + y 2 ) :t = [(X 2 - xy + y 2 ) + (x 2 + xy + y 2 )ị 
[(X 2 - xy + y 2 ) 2 - (x 2 - xy + y 2 Xx 2 + xy + y 2 ) + (x 2 + xy + y 2 ) 2 | = 

= 2(x 2 + y 2 )[(x 2 + y 2 ) 2 - 2xy(x 2 + y 2 ) + x 2 y 2 | 

= 2(x 2 + y 2 )(x 2 + y 2 ) 2 + 3x 2 y 2 > 0, với mọi X, y. 

Ta có đắng thức khi X = 0, y = 0. 

• Lời bình : 

a) Tương tự, "hãy chứng minh biếu thức sau không âm với mọi X, y, z : 

x~ + 19y 2 + 6z 2 - 8xy ~ 4xz + 12yz. " 

Ta có thế viết biểu thức đã cho như sau : 

X 2 - 2(4y + 2z)x + (4y + 2z) 2 +'3y 2 - 4yz + 2z ;i 

s= (X - 4y - 2z) 2 + 2(y 2 - 2yz + z 2 ) + y 2 

= (X - 4y - 2z) 2 + 2(y - z) 2 + y 2 > 0, vói mọi X, y, z. 

Ta có đẳng thức khi X = 0, y = 0, z = 0. 

b) Ngoài ra "hãy chứng minh thêm là biểu thức : 

2x 3 y 2 - ‘2xy(x + y) + X" + y 2 không âm với mọi X, y." 

Biểu thức đả cho có thế viết nếu ta cộng và trừ thêm ±Ị — j . 
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2| x 2 y 2 - xy(x + y) 

J X + ỵ ) 2 . 

= ■ 2 xy-—^ + X' 




m 


:Ị xy - x * y I + ỉ(x - y)-> 0 với mọi X, y. 


19. a) ma + 2m - 3n = lOm + n + 2in - 3n = 12m - 2n 

b) (lOa + b) 2 - ab = 100a 2 + 20ab + b 2 - lOa - b 

c) lOOa + lOb + c- (lOb + c) + a = lOla. 

• Lời bình : Tương tự, "viết dưới dạng da thức : 

d) (ab) 3 - (ab) 2 - ab c) (ab) 3 -(ba) 2 

g) 2ab - (ba) 2 + 4(ba)." 

Ta có : 

d) (ab) 3 -(ab) 2 - ab = (lOa + b) 3 - (lOa + b) 2 - (lOa + b) 

= 1000a :i + 300a 2 b + 30ab 2 + b :( - 100a 2 - 20ab - b 2 - lOa - b 

e) (lOa + b) 2 - (lOb + a) 2 = 100a 2 + 20ab + b 2 - lOOb - 20ab - a' 

= 99a- - 99b 2 

g) 2(10a + b) - (lOb + a) 2 + 4ba = 20a + 2b - (100b 2 + 20ab + a 2 ) ~ 4ab 
= -100b 2 - 16ab - a 2 + 20a + 2b. 

20. Ta có : 

a) Nếu m hoặc 11 chẵn thì tích mu chẵn nên biếu thức mn(m + n) chần, 
do đó chia hết cho 2. 

Nếu m và n cùng lé thì (m + n) chẳn nên biếu thức dã cho chẵn, 
vậy nó chia hết cho 2. 

b) Ta có thể viết : 2011" - 2011 7 = 2011 7 (2011 - 1) = 2011 7 .2010. chia 
hết cho 2010. 

* Lời bỉnh : Tương tự, "Chứng minh ràng : 

c) abc - cbu chia hết cho 9 d) aaa chia hết cho 37." 

Ta có : 

c) abc - cba = lOOa + lOb + c - lOOc - lOb - a 

= 99a - 99b = 99(a - b), chia hết cho 9 

d) aaa = lOOa + lOa + a = llla = 3.37a, chia hết cho 37. 
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§s. ĐOẠN I GẮNG VÀ GCC cé Gi CẨN LLÍLI ý ? 


A. KIẾN THÚC CẦN NAM vững 

1. Đoạn thẳng 

ai Có 3 khái niệm không định nghĩa là : điểm, đường thẳng, mặt plăiíg 

b) Khi ba điếm cùng thuộc một đường thắng, ta nói chúng tháng hàng, 

Qua hai điếm có một và chi một đường thắng. 

c) Hai đường thắng có thê trùng nhau, cắt nhau hoặc song song. 

d) Một tia gốc o là hình gồm điểm 0 và phần đường thẳng bị chia ra bởi 
o (tia còn được gọi là nửa đường thẳng gốc O). 

Mỗi điếm trên dường thẳng là gốc chung của hai tia đối nhau. 

e) Đoạn thẳng AB là hình gồm điểm A, điểm B và tất cá các diên mằtn 
giữa A và B. 

Mồi đoạn thăng có một độ dài. Độ dài đó là một số dương, 

g) Trung điểm M cùa đoạn thẳng AB là điểm nằm giữa A, B và cá'h đéu 

A, B (MA = MB). 

2. Góc 

a) Nứa mật phẳng bờ a là hình gồm đường thắng a và một phẩn mật 
phăng bị chia ra bới a. 

b) Góc là hình gồm hai tia chung gốc. 

Góc bẹt là góc có hai cạnh là hai tia đối nhau. 

c) Mỗi góc có một số đo. Số đo cúa góc bẹt là 180". 

d) Góc có SÔ đo bằng 90" là góc vuông, kí hiệu là lv. Góc nhó htn góc 
vuông là góc nhọn, góc lớh hơn góc vuông nhưng nhỏ hơn góc bẹt là 
góc tù. 

e) Hai góc kề nhau là hai góc có một cạnh chung và hai cạnh còn hi Biàm 
trên hai nứa mặt phảng đối nhau có bờ chứa cạnh chung. 

g) Hai góc phụ nhau là hai góc có tống SÔ đo bằng 90”. Hai góc bi nihau 
là hai góc có tông số đo bằng 180". 

h) Tia phản giác cúa một góc là tia nằm giữa hai cạnh cùa góc và tạo> với 
hai cạnh ấy hai góc bằng nhau. 

i) Đường tròn tâm 0, bán kính R, là hình gồm các điếm cách 0 một 
khoáng bằng R, kí hiệu (O; R). 

k) Tam giác ABC là hình gồm ba đoạn thắng AB, BC, CA khi ba đế nu A, 

B, c không thắng hàng. 
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B. CÁC BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH 

1. Cho ba điếm A, B, c thắng hàng. Hãy kể tên các đường thẳng đi qua 2 
trong ba điểm đó. Tại sao nói chúng trùng nhau ? 

2. Cho bôn điểm M, N, p, Q. Có bao nhiêu đường thẳng đi qua từng cặp 
hai điếm ? 

3. Cho ba đường thắng a, b, c. Số giao điếm có thể là bao nhiêu ? 

4. Cho hai tia đối nhau AB và AC. 

a) Gọi M là điểm thuộc tia AB. Trong ba điểm M, A, c thì điếm nào 
. nằm giữa hai điểm còn lại ? Cũng hỏi như thế đối với ba điếm p, A, 

B trong đó p là điểm thuộc tia AC. 

b) Trong ba điểm M, A. p thì điếm nào nằm giữa hai điếm còn lại ? 

5. Tr-ên một đường thắng lấy ba điếm D, E, F mà độ dài DE = 4cm, EF = 23cm. 
Gcũ I, J, K theo thứ tự là trung điểm của DE, EF và DF. 

a) Có bao nhiêu tia, bao nhiêu đoạn thẳng ? 

b) Chứng tỏ trung điểm của đoạn thẳng IK cũng là trung điếm của 
đoạn thẳng DJ. 

6. Cho xOy = 80° và xOz = 40°. Vẽ tia Ot nằm giữa hai tia Ox, Oy sao 
cho yOt = 60°. Hỏi tia Ot là tia phản giác của góc nào ? 

7. Cho tam giác DEF và điểm M nằm trong tam giác. Nối M với ba điếm 
củía tam giác. 

a) Có mây tam giác tạo thành ? 

b) Có mấy góc đỉnh M tạo thành ? 

c) Những góc nào kề với góc EMF ? 

8. Cho hai góc kề MOP = 70° và MOQ = 110°. Hai điếm p và Q nằm 
trên hai nửa mặt phẳng đối nhau có bờ chung là đường thẳng OM. 

a) Chứng tỏ hai góc trên là hai góc kề bù nhau và ba điểm p, o, Q 
thẳng hàng. 

b) Vẽ tia đôi OM' của tia OM, so sánh : hai góc MOQ và POM’, hai góc 
MOP và QOM’. 

9. Cho tam giác ABC có góc tù A bàng 120“ và hai cạnh AB = 5cm, AC = 4cm. 
Tréên cạnh BC lấy điểm D sao cho BAD = 35°. Từ đỉnh A vẽ tia Am 
sa <0 cho CAm = 60° cắt BC tại E. 

a) Tính DÃẼ . 

b) So sánh các góc BAD, DAE và EAC. 
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10. Cho AABC có BC = 4cm. Trẽn tia đối của tia CB lây điếm Q sao cho 
CQ = 3cm. 

a) Tính độ dài đoạn BQ; 

b) Biết BAQ = 85°, BÂC = 55°, tính CÃQ. 


c. CÁCH GIẢI VÀ LỜI BÌNH 

1. Các đường thẳng đi qua 2 trong ba điếm A, B, c —- 1 — 1 ' — 

thẳng hàng là (hình 24) : AB (hay BA), AC (hay B c 

CA), BC (hay CB). H - 24 

Các đường thắng AB, AC phải trùng nhau vì qua 2 điểm phân biệt A, 
B chẳng hạn chỉ có một đường thẳng duy nhất và do c, A, B thẳng 
hàng nên c phải nằm trên đường thẳng AB, do đó đường thẳqg AB 
trùng với đường thẳng AC (kl hiệu AB = AC). 

• Lời bình : Nói về ba điếm thẳng hàng, câu nào đúng, câu nào sui 
trong các câu sau đây : 

a) Điểm K nằm giữa G, H và điếm H nằm giữa G, K; 

b) Điểm H nằm giữa K, G và điếm H nằm giữa G, K; 

c) Điểm G nằm giữa H, K và điểm K nằm giữa G, H; 

d) Điếm K hằm giữa H, G và điếm G nằm giữa K, H; 

e) Điểm G nằm giữa K, H và điểm G nằm giữa H, K. 

Ta vẽ hình đế dễ trả lời các câu hỏi : 



2. Trước hết ta xét trường hợp ba trong bốn Q 

điếm đã cho thẳng hàng, chẳng hạn ba 
điểm M, N, p thẳng hàng (hình 25). Có tất 
cả 4 đường thẳng là : QM, QN, QP và MP. 

Nếu không có ba điểm nào thẳng hàng thì có 
tất cá 6 đường thẳng là : MN, MP, MQ, NP, 

NQ và PQ. 

• Lời bình : "Nếu cho 5 điểm M, N, p, Q, R thì có bao nhiêu đường 
tháng đi qua từng cặp điếm ?" 

Ta xét các trường hợp sau : 
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a Nêu cả 5 điếm thẳng hàng thì rõ ràng chỉ có 1 đường thẳng, 
b Nêu chi có 4 điểm thẳng hàng thì có 5 đường thẳng, chẳng hạn nếu 
M, N, p, Q thẳng hàng thì có 5 đường thẳng sau : RM, RN, RP, RQ 
và MQ. 

c Nếu chỉ có ba điểm thẳng hàng, chẳng hạn M, N, p (hình 26) thì có 
các đường thẳng sau : QM, QN, QP, QR, RM, RN, RP và MP (8 
dường tháng). 



MNP R Q 


H.26 ' H.27 

d Nếu không có ba điểm nào thẳng hàng (hình 27) thì có các dường 
thăng sau : MN, MR, NP, NQ, PQ, PR, MP, MQ, NR, NQ (tất cả 10 
đưcng thẳng). 

3. Ea dường thẳng đã cho có thế minh họa bằng các hình sau đây : 



H.28 

(húng không cắt nhau mà song song với nhau (hình Ổ8a) tức là số giao 
đêm là 0. 

(húng có thế có một giao điểm (hình 28b), có 2 giao điểm (hình 28c), 
h>ậ<c có 3 giao điếm (hình 28d). 

ÌIii binh : "Nếu cho 4 đường thẳng thì có bao nhiêu giao điểm ĩ" 

Ti hãy vẽ hình (hình 29) : 



(hú ng có thê song song với nhau : 0 giao điểm (hình 29a). 

(húng Ció thế có 1 giao điểm (hình 29b), có 4 giao điềm (hình 29c), 
toặe có 6 giao điếm (hình 29d). 
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4. (Hình 30). 


H.30 


M p 

a) Do M thuộc tia AB nên ba điểm M, A, c thẳng hàng, do dó điểm A 
nằm giữa M và c. 

Do p thuộc tia AC nên ba điểm p, A, B thẳng hàng, do dó điểm A 
nằm giữa p và B. 

b) Do M thuộc AB, p thuộc AC nên ba điểm M, A, p thẳng hàng, đo đó 
điểm A nằm giữa M và p. 

5. (Hình 31). _2_t ..._g_s_J_F_ H 31 

M 

a) Có hai tm gốc D, hai tia gốc I, hai tia gốc K, hai tia gốc E, hai tia gốc 
J và hai tia gốc F (tất cả 12 tia). 

b) Gọi M là trung điểm của IK, ta có : 

27 

DM.DI.lM.g3. PE ^- D1 -^Ệ2.ụ( m , 

2 2 2 2 4 

và DJ = DE + EJ = 4 + ậ ^ (cm). 

2 2 

Suy ra : DJ = 2.DM, tức là M cũng là trung điểm của DJ. 

• Lời bình : Sau đây là một bài toán tương tự về trung điểm của một 

• đoạn thẳng : 

"Cho ba điếm A, B, c trên một dường thẳng. Gọi M là trung đ.ếin cua 
đoạn AB uà N là trung điếm của đoạn BC. Biết AC = a, hãy tinh MN 
theo a." 

Trước hết ta vẽ hình (hình 32) : 



Ta có : MN = MB + BN, mà MB = ị AB và BN = ị BC (vì VI và N 
2 2 

theo thứ tự là trung điểm của AB và BC). 

p. J, ìkyTM _ 1 A rj 1 AB + BC AC a 

Do đó : MN = ^AB + ^BC =---r.= -r 1 = r- 

2 2 2 2 2 

6. Ta xét hai trường hợp : 

a) Góc xOz có cạnh Oz nằm trong góc xOy (hình 33a). 

Ta có : xOt =,80° - 60 u = 20°. 

Do xOz = 40° (gt) nên tOz = 40" - 20" = 20". Tia Ot lại lùm giữa 
hai tia Ox và Oz, do đó Ot là tia phân giác của xOz. 
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H.33 




b) Góc xOz có cạnh Oz nằm ngoài góaxOy (hình 33b). 
Ta có : ýÕz = 80° + 40" = 120°. 


Do yOt = 60° (gt) nên tOz = 60°. Tia Ot lại nằm giữa hai tia Ox và 
Oy, do đó Ot là tia phân giác của góc yOz. t 

• Lời bình : Xét thêm bài toán tương tự về tia phân giác : 

"Cho Ot là tia phân giác của góc tù MON bàng 160° và Ot' là tia đối 
của ot. Chứng tỏ rằng Ot‘ tạo với OM và ON hai góc bàng nhau và 
tỉm số đo của mỗi góc đó." 


Ta vẽ hình 34 : 

Ta có Ôi = Ỡ 2 = 160° : 2 = 80°. 

Ô 3 = 180° - Ô 2 = 100 ° ; 

Ô 4 = 180° - ôi = 100 °. 

Vậy Ô 3 = Ô 4 = 100°. 

7. (Hình 35). 

a) Ta có ba tam giác nhỏ tạo th 

MDE, MDF và MEF. 

b) Có ba góc đỉnh M tạo thành là : 

DMẼ, DMF và ẼMF. 

c) Có hai góc kề với góc EMF là : 

ẼMD (chung cạnh ME) và DI 



đỉnh M là : D 



(chung cạnh MF). 


• Lời bình : "Nếu các tia DM, EM và FM cắt các cạnh của ADEF theo 
thứ tự tại N, p, Q thì có bao nhiêu tam giác tạo thành ?" 


Trước hết ta có 6 tam giác (hình 36) là : 
MDQ, MQE, MEN, MNF, MFP và MPD. 

Sau đó là 3 tam giác đôi (gồm hai tam giác 
không có điểm chung trong) là : MDE, MDF 
và MEF. 

Lại có thêm 6 tam giác ba (gồm ba tam giác) 
là : DEN, QEF, PEF, FDN, FDQ và EDP. 



H.36 


117 



Cuối cùng là ADEF (gồm sáu tam giác). 

Vậy có tất cả 6 + 3 + 6 + 1 = 16 (tam giác tạo thành). 
8. a) Hai góc kề (cạnh chung là OM) có tổng 
số đo lấ (hình 37) : 110“ + 70° = 180°. 

Vậy hai góc này là kề bù nhau. Suy ra M 
ba điểm p, o, Q thẳng hàng, 

b) Ta có : MOQ và POM' là hai góc tù đối 



Q 

2 

3 

ỳ‘ 


đỉnh nên MOQ = POM' = 110°. ' H.37 

Hai góc MOP và QOM' là hai góc nhọn đối đỉnh nên : 


X 


M' 


MOP = QOM’ = 70°. 


Lời bình : Có thể trả lời thêm các câu hói sau : 

c) "Vẽ tia Ox sao cho xOQ = 35° uà tia Oy sao cho yOP = 55°. Tính 
góc xOy. 

d) Những góc nào kề bù với yOQ, với yOM ? 


e) Nếu Ox là tia phân giác của QOM' và Oy là tia phân giác của 
POM' thì góc xOy bàng bao nhiêu ?" 

Sau đây là câu trả lời : 

c) xỒM' = Õ 2 = 70° - 35“ = 35°; yÕM' = Ô 3 = 110° - 55" = 55°. 

Vậy Ô 2 + Ô 3 - xOy = 35“ + 55“ = 90°. 

d) Do POQ là góc bẹt nên góc kề bù với yOQ là yOP. Do MOM là 
góc bẹt nên góc kề bù với yOM là yOM'. 

e) Do Ôi = Ỏ 2 = 70° : 2 = 35“ và Ô 3 = Ô 4 = 110“ : 2 = 55". 

Vậy xOy = 35“ + 55“ = 90°, tức là hai tia phân giác của hai góc kề 

bù tạo thành một góc vuông. 

9. (Hình 38). 

a) Ta có : CÂD = CÃẼ + DÃE 

= 120“ - 35“ = 85" 

Suy ra,: DÃE = 85° - CĂE 

= 85“ - 60“ = 25". 

b) Do BÂD = 35° (gt), 

DÃE = 25° (câu a) và EÃẽ = 60° (gt) nên : ẼÃC > BÃD > DAE. 
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Lời bình : Có thế tra lời thèm các cảu hòi sau : 

c) "Tim cúc góc ké bù với góc AEC, với góc ADC; 

d) Kẽ tèn các tam giác có trên hình vè; 

c) Làm thể nào đế vẽ áABC ?" 

Sau đây là cảu trá lời : 

c) Hai góc AEC và AEB có đỉnh E chung và hai cạnh EC, EB cùng 
nằm trên một đường thẳng nên góc kề bù với góc AEC là góc AEB. 
Hai góc ADC và ADB có đỉnh D chung và hai cạnh DC, DB cùng 
nằm trên một đường thắng nên góc kề bù với góc ADC là góc ADB. 

d) Trên hình vẽ có các tam giác sau : BDA, BEA, BCA, DEA, DCA và 
ECA (6 tam giác). 

e) Cách vẽ như sau : Dùng thước đo 4ộ vẽ góc xAy bằng 120°. Trên Ax 
đặt đoạn AB = 5cm, trên Ay đặt đoạn AC = 4cm. Nối B với c ta có 
AABC cần vẽ. 

(Hình 39). 

a) Do c nằm giữa B và Q nên : A 

BQ = BC + CQ = 4 + 3 = 7 (cm). /Ểĩ\\ 

b) Do hai góc BAC và CAQ là hai góc kề ỵ \ N. 

nhau nên : / _ \ \ 

BÃC + CÃQ - BÃQ = 85°. B 4 c 3 Q 

H.39 

Suy ra : CAQ = 85° - BAC = 85° - 55° = 30°. 

Lời bình : Có thể trả lời thêm các câu hỏi : 

c) "Trên BQ lấy điếm p sao cho CP = 2cm. Tinh BP. 

d) Các cặp góc nào kể nhau, các cặp góc nào kề bù nhau ? 

e) Kế tên các tam giác có trên hình vẽ." 

Sau đây là câu trả lời : 

c) Do CP = 2cm nên : 

- Nếu p nằm giữa B và C thì BP + PC = BC = 4cm. 

Suy ra: BP = 4-CP = 4- 2 = 2 (cm). 

- Nếu p nằm giữa c và Q thì BP,= BC + CP. 

Do BC = 4cm và CP = 2cm nên BP = 4 + 2 = 6 (cm). 

d) Cặp góc kề nhau là : BAC và CAQ. 

• Cặp góc kề bù nhau là : ACB và ACQ. 

e) Trên hình vẽ có ba tam giác sau»: ABQ, ACQ và ABC. 
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D. ĐÔ BẠN GIẢI ĐƯỢC 

1. Ô chữ sô sau đây có những điều gì lạ ? 


1 

7 

6 

2 

8 

3 

4 

5 

9 


2. Từ hinh vuông với hai đường chéo, hãy bỏ bớt một số nét để có đựợc 
mười chữ số tứ 0; 1; 9 (ví dụ số 2 là z với nét đậm). 



120 





§9. XUNG GUANH GÁC f)JƯC3NG TUẲNG SCNG 
MDNG VÀ UliỜNG THẲNG VUGNG GGC 

A. KIÊN THỨC CẨN NAM vững 

1. Dư;ờng thẳng vuông góc 

a) Haii góc đối đinh là hai góc mà mỗi cạnh của góc này là tia đôi cùa 
mộit cạnh của góc kia. 

b) Haii góc đối đinh thì bằng nhau. 

c) Haii đường thắng cắt nhau và trong các góc tạo thành có một góc 
vuỏmg được gọi là hai đường thẳng vuông góc. 

d) Đưíờng thảng vuông góc với một đoạn thẳng tại trung điểm của nó 
đưọíc gọi là đường trung trực của đoạn thẳng ây. 

2. Đưĩờng thẳng song song 

a) Tiêm đề ơclit : Qua một điểm ở ngoài một đường thẳng chỉ có một 
dưỡng thẳng song song với đường thẳng đó. 

b) Nấu một đường thẳng cắt hai đường thẳng song song thì : 

hai góc so le trong bằng nhau; 

- hai góc đồng vị bằng nhau; 

- hai góc trong cùng phía bù nhau. 

c) Haú đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thứ 
ba thì chúng song song với nhau. 

d) Haũ đường thẳng phân biệt cùng song song với một đường thẳng thứ 
ba thì chúng song song với nhau. 

3. Tổíng ba góc của một tam giác 

a) Tổmg ba góc của một tam giác bằng 180“. 

b) Trong một tam giác vuông, hai góc nhọn phụ nhau. 

c) Mỗ)i góc ngoài của một tam giác bằng tống của hai góc trong không kề 

vđn nó." _ 

B. CÁC BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH 

1. Câỉu nào đúng, câu nào sai ? 

' a) Hai góc bằng nhau thi đôi đỉnh. 

b) Đường thẳng vuông góc với một đoạn thẳng là đường trung trực của 
đoạn thẳng đó. 
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c) Hai đường thẳng cắt nhau thì vuông góc. 

d) Nếu một đường thẳng m cắt hai dường thẳng p và q mà tạo thành 
hai góc đồng vị bằng nhau thì hai góc so le trong bằng iihau. 

e) Qua một điếm M ở ngoài một dường thắng a có một đường thẳng 
song song với a. 

2. Cho ba đường thẳng AB, CD, EF cùng di qua một điểm M. Hảy nêu 
tên các cặp góc bằng nhau. 

3. Cho tam giác ABC vuông tại A. Kẻ đường cao AH, những cặp goc Trm? 
có cạnh tương ứng vuông góc ? 

4. Cho bốn đường thẳng AB, CD, EF, GH cùng di qua đi, o. 

a) Có bao nhiêu góc tạo thành ? 

b) Có bao nhiêu cặp góc bẹt đối đỉnh ? 

c) Có bao nhiêu cặp góc đôi đỉnh nhỏ hơn góc bẹt ? 

, v 

5. Cho góc tù xOy. ơ miền ụgóài của góc ta kẻ Oz 1 Ox, Ot 1 Oy Chứng 
minh rằng : 

a) xOt = yOz. 

b) Hai góc xOy và zOt bù nhau. 

c) Gọi Om là tia phân giác của xOy và Qn là tia phân giác của zOt, 
có nhận xét gì về hai tia Om và On ? 

6. Cho hai đường thẳng xx' và yy’ vuông góc tại O. Kẻ tia phân giác OM 
của góc x'Oy và tia phân giác ON cúa góc xỌy'. 

a) Chứng minh rằng : OM và ON là hai tia đối nhau, hai góc x'OM và 
y'ON bằng nhau. 

b) Tính các góc MOx và NOx'. 

7. Trong mặt phăng ba đường thẳng phán biệt a, b, c có thể chia mặt 
phẳng thành bao nhiêu miền ? (Xét các trường hợp : ba dường thẳng 
song song, hai đường thẳng song song cắt bởi dường thẳng thứ ba, ba 
đường thẳng cắt nhau tại một điếm, ba đường thẳng cắt nhau từng đòi 
một tại các điểm khác nhau). 

8. Cho góc xOy bằng 48°. Từ điếm A trên cạnh Ox ta vẽ tia Am // Oy nằm 
ở miền ngoài góc. 

a) Tính số đo góc OAm. 

b) Kẻ tia phân giác On của góc xOy và tia phân giác Ap của góc OAm, 
chứng minh On // Ap. 

c) Những góc nhọn nào có cạnh tương ứng song song ? 
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9. Chứng minh rằng : Nếu hai góc có cạnh tương ứng vuông góc thì : 

a) Chúng bằng nhau nếu cá hai góc đều nhọn hoặc đều tù. 

b) Chúng bù nhau nếu góc này nhọn, góc kia tù. 

10. Cho tam giác ABC và phân giác BP. Qua A vẽ tia Ax // Bp. 

a) Chứng minh rằng Ax cắt đường thẳng BC. 

b) Gọi o là giao điểm của Ax và BC, chứng minh : OAB = AOC. 

c) Vẽ phân giác By của ABO, chứng minh By -L AO. 

d) Biết Â = 60°, c = 50°, tính ABP và BPC. 

11. Cho hai đường thẳng song song xy và zt và điểm M trên xy, điểm N 
trên zt. Gọi p là một điểm bất kì thuộc phần trong của xy và zt. Nối 
PM và PN. Chứng minh rằng : MPN = xMP + zNP. 

12. Cho tam giác ABC và hai phân giác BE, CF cắt nhau tại I. Từ A vẽ các 
đường thẳng song song với BE và CF cắt dường thẳng BC theo thứ tự 

__ Ậ 

tại M và N. Chứng minh ràng : MAN = 90° + —. 

13. Cho tam giác ABC cân tại A. Trên tia đối của tia AB lấy AD = AB. 

a) Chứng minh DC 1 BC. 

b) Kẻ phân giác AE cúa góc DAC, chứng minh AE // BC và suy ra AE 1 DC. 

14. Trong tam giác ABC cân tại c, kẻ trung tuyến CM và phân giác AD. 
Tính góc c biết AD = 2.CM. 

15. Cho tam giác ABC cân tại A có góc ở đỉnh A bằng 20°. Trên hai cạnh 
AB và AC lấy hai điểm D và E sao cho CBE = 50°, BCD = 60°. Chứng 
minh CDE = 30°. 

c. CÁCH GIẢI VÀ LỜI BÌNH 

1. a) Sai, chẳng hạn hai góc vuông luôn bằng nhau nhưng có thế không 
đối đinh. 

b) Sai, phái thêm "vuông góc tại trung điếm của nó". 

c) Sai, hai đường thẳng cắt nhau có thế không vuông góc (nhưng hai 
dường thẳng vuông góc thì cắt nhau). 

d) Đúng. 

e) Sai, phải thêm "chỉ có" hoặc "có một đường thẳng duy nhất". 

• Lời bình : Câu nào đúng, cảu nào sai ? 

a) Hai đường thẳng cùng vuông góc với một đường thẳng thứ ba thì 
song song với nhau. 
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b) Hai đường thẳng m và n cùng song song với đường thẳng p thi m // n. 

c) Tam giác nhọn là tam giác có ba góc nhọn, tam giác tù là tam giác 
có một góc tù. 

d) Hai đường thẳng song song là hai đường thẳng không có điếm c.iung. 

e) M là trung điểm của đoạn thẳng AB nếu M cách đều hai đẩu mút A 
và B. 


Trả lời : 


a) Sai, phải thêm "hai đường thẳng phân biệt". 

b) Sai, phải thêm "hai đường thẳng phân biệt". 

c) Đúng. 

d) Sai, phải thêm "cùng nằm trong một mặt phăng". 

e) Sai, phải thêm "nằm giữa A và B". 

2. Ba đường thẳng AB, CD và EF cùng đi qua điểm M (hình 40) tạo thành : 
a) 3 cặp góc đối đỉnh bằng nhau : 


Mi = M2 ; M3 = M4; Ms = M6. 


E 

ỉ X 

b) 3 cặp góc bằng nhau : 

A_ 

1 

ỳb B 

Mi- + M 3 = ÃMD = M 2 + M4 = CMB 



M 

2 

M 3 + Me = ẼMB = M4 + Me = ẤMF 

c, 

/ 

F H 40 


M 5 + M 2 = DMF = Mi + Me = EMC. 


c) 3 cặp góc bẹt bằng nhau : cặp góc bẹt AMB, cặp góc bẹt CMD và 
cặp góc bẹt EMF. Tất cả có 9 cặp góc bằng nhau. 


Lời bình : Tương tự, "nếu hai dường thẳng GH và IK cắt nhau tại o 
sao cho GOI = 50° và các tia Ox, Oy lần lượt là tia phân giác CIO góc 
IOH và góc GOK, hãy tính tất cả các cặp góc bằng nhau tạo thành " 


Ta vẽ hình và đánh số các góc để trình bày 
lời giải cho gọn (hình 41). 

Ta có ngay Ôi = Ỡ4 = 50° (cặp góc đối đỉnh 
thì bằng nhau). Vì IỒH kề bù với Ôi nên : 

IỐH = 180° - 50° = 130 u . 

Từ đó : Ỡ2 = Ô 3 = 130° : 2 = 65". 



H.41 :y 


Do IOH và GOK là hai góc đối đỉnh nên GOH = 130°, từ đó : 


Ô 5 = Ô 6 = 130° : 2 = 65°. 


1 . 




Xét thêm : do hai tia Ox và Oy đối nhau nên ta có thêm các góc đối 
đinh bàng nhau : Ỡ 2 = Ô 5 = 65°, Ô 3 = Ôfi = 65°. 

Ngoài ra lại có : GÒx = HÕy = 50" + 65" = 115°; 

IÕH = GÕk = 65" + 65° = 130"; 
xõk = yõl = 65” + 50" = 115"; 


cùng với 6 cặp góc bẹt tại o. 


Hai góc có cạnh tương ứng vuông góc khi mỗi cạnh của góc này vuông 
góc với một cạnh cùa góc kia. Ta có (hình 42) : 


a) B và Aa là hai góc có cạnh tương ứng vuòng 
góc (vì AC 1 BA và AH 1 BH). 

b) Ai và c cũng là hai góc có cạnh tương 
ứng vuông góc (vì AH 1 CH và AB 1 CA). 



Lời bình : "Nếu tam giác ABC nhọn và BI, CK là hai dường cao cắt 
nhau tụi M thì những cặp góc nào có cạnh tương ứng vuông góc ?" 


Ta cũng có hai cặp góc có cạnh tương ứng vuông góc như ở trên (hình 43) : 
MBk và MCI (vì BK i CK và BI 1 CI) 

IÂk và IMK (vì AI 1 MI và AK J_ MK) 

Lu'u ý thêm là tại M ta có hai cặp góc đối 
dinh bàng nhau : 

BMC = KMI và KMB = IMC. 

a) Do có 4 đường thẳng cùng đi qua o nên có 8 tia chung gốc o. Mỗi 
tia tạo với 7 tia còn lại 7 góc nên 8 tia tạo với các tia còn lại 
7.8 = 56 (góc). Mỗi góc tạo thành được tính hai lần nên có tát cả 
56 : 2 = 28 (góc). 

b) Vởi 4 đường thẳng ta có 4 góc bẹt, tức là 2 cặp góc bẹt đối đỉnh. 



c) Số góc còn lại nhò hơn góc bẹt là. 28 - 4 = 24, mà mỗi góc này có 
một góc đối đinh với nó nân có cả thảy 24 : 2 = 12 (cặp góc đối 
đinh). 


Lời bình : "Nếu bốn đường thẳng trẽn mà 
AB vuông góc với CD, EF vuông góc với GH 
và góc HOB nhọn, hãy : 

a) Chứng minh HÒB = EOC. 

b) Tinh GOC biết HÕB = 30°." 

Cách giái như sau (hình 44) : 
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a) Gọi HOB = Ôi và đánh số các góc như ở hình vẽ, ta có : 

Ôi + Ô 2 = BÕC = 90°; Ô 3 + Ô 2 = ÉÕH = 90°. 

Suy ra : ôi = O3, tức là HOB = EOC. 

b) Ta có : ôi = Ô 5 (đối đỉnh) 

mà GÕC = GÕẼ + Ô 3 = 90° + Ô 3 = 90° + 30° = 120°. 

5. a) Ta có (hình 45) : 

xOt = xOz + zOt = 90° + zOt (1) y 

yOz = yOt + zOt = 90° + zOt (2) 

Từ (1) và (2) có : xỡt = yÔz. 

b) Bốn góc đỉnh o có tổng bằng 360° mà 

yOt = 90°, xOz = 90° (gt) nên t 

xõy + zÕt = 360" - 90" - 90° = 180” 
tức là hai góc xOy và zOt bù nhau. 

c) Ta có : ôi = Ô 2 (vì Om là tia phân giác), Ô 3 = Ô 4 (vì On là tia 
phân giác), mà hai góc xOy và zOt bù nhau nên : 

Ôi + 90° + Ỡ4 = Ô 2 + 90° + ôs = 180°. 

Suy ra hai tia Om và On là hai tia đỗì nhau nên mOn là ỉưởng 
thẳng, tức là mOn là một góc bẹt. 

• Lời bình : Nếu ở miền trong của góc tù xOy 
ta kẻ Oz 1 Ox, Ot 1 Oy như ở trên (hình 46) 
thì ta cũng có : xOt = yOz (vì cùng bằng 
90° - zOt) và hai góc xOy và zOt bù nhau 

(vì bằng (xOz + zOy) + zOt = xOz + (zOy + zOt) H.46 

= xÕz + ýõt = 90" + 90" = 180"). 




Ngoài ra có thế nhặn xét thêm : 

d) Hai góc xOy và yOz lằ hai góc có cạnh tương ứng vuông góc. 

e) Tia phân giác Om của .góc zOt cũng là tia phân giác cua góc xOy. 


6. a) Hai dường thẳng x’x' và yy' vuông góc tại o 
nên bốn góc tạo thành đều là góc vuông 
(hình 47). 

Vì OM và ON theo thứ tự là tia phân giác 
của các góc vuông yOx' và xOy’ nên 
Mồy = NÕx = 90" : 2 = 45". 
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ly' 

H.47 



Suy ra NOM = 45" + 90° + 45" = 180". 

Vậy OM và ON là hai tia đối nhau. Ta cũng có ngay 
X ÕM = yÕN = 45°. 

b) Ta có : MÕx = 90" + 45" = 135" và NÕx' = 45° + 90° = 135". 


lời bình : Xét thêm bài toán sau về tia đối nhau : 

"Cho góc vuông AOB và tia OM nằm trong góc. Vẽ tia ON ở phía ngoài 
góc vuông tạo thành BON = AOM và tia OP tạo thành AOP = MOB. 
Chứng minh rằng ON vả OP là hai tia đối nhau và OM 1 PN." 

Cách giải như sau (hình 48) : 

Đế cho gọn ta đánh số các góc như ở hình vẽ. Ta có : 

Ô, +Ô 2 +Ô3 +Ô4 = 2(Ô 2 +Ô 3 ) = 2ẤÕB. 

Suy ra : PON = 2.90" = 180". 

Vậy ON và OP là hai tia đối nhau. 

Ta lại có : NOM = Ô4 + Ô a = ÌnÕP 
2 

Suy ra NÕM = 180° : 2 = 90", tức là OM 1 ON hay OM 1 PN. 

Có thể hói thêm : "Những cặp góc nào có cạnh tương ứng vuông góc". 

Kỏ ràng dó là các cặp góc Oi và O3, 0 2 và O4 và Oi = O3, O2 = O4. 



7. Theo dề bài, ta có hình vẽ đối với 4 trường hợp có thể’ xảy ra như sau : 
a) Trường hợp a // b // c (hình 49a) : mặt phăng dược chia thành 4 miền. 

(b) 



b) Trường hợp a // b bị cắt bởi c (hình 49b) 
thành 6 miền. 

c) Trường hợp a. b, c cắt 
nhau tại o (hình 50a) : 
mặt phăng dược chia 
thành 6 miền. 

d) Trường hợp a, b, c cắt 

nhau từng dôi một tại H.50 

A, B, c (hình 50b) : mặt phẳng được chia thành 7 miền. 


mặt phăng được chia 
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Lời bình : Tương tự, "Nêu có 4 đường thẳng phân biệt a, b, c, d cát 
nhau tại một điểm o và cắt nhau từng đôi một thi mặt phắng được 
chia thành bao nhiêu miền ?" 

Ta có các hình vẽ sau : 



a) Trường hợp a, b, c. d cắt nhau tại o (hình 5la) : mặt phẳng được 
chia thành 8 miền. 


b) Trường hợp a, b, c, d cắt nhau từng đôi một (hình 51b) : mặt phầng 
được chia thành 11 miền. 

8. a) Ta có (hình 52) : Am // Oy (gt) nên 

AOy = OAm = 48" (góc so le trong), 
b) Vì On là tia phân giác của xOy nên 

nOx = ^xOy = 24". p 

Tương tự, vì Ap là tia phân giác của OAm nên 
OÃp = ~ỐÃm = 24". 



Hai góc này ở vị trí góc so le trong mà bằng nhau nên Oa // Ap. 

c) Hai góc yOn và pAm là hai góc nhọn có cạnh tương ứng song song 
(Oy // Am, On // Ap) và bằng nhau. 


• Lời bình : Nếu ta vẽ tia Am II Oy nằm trong góc xOy thì các kết quả 
trẽn còn đúng nữa không ? (hình 53). 


a) Ta có : OAm = 180° - AOy = 180° - 48" 
(hai góc trong cùng phía). 

b) Ta có : Ôi = ^yOA = 48“ : 2 = 24", 

Â] = ịõÃm = 132" : 2 = 66°. 

2 


= 132° 



Suy ra OBA = 180° - (66" + 24") = 90”, tức là On _L Ap. 


128 



c ì Hai góc nhọn yOx và mAx là hai góc có cạnh tương ứng song song 
(Oy // Am. Ox và Ax trùng nhau). Chúng bằng nhau vì là hai góc 
dồng vị. 

9. a) Trường hụp hai góc đều nhọn (hình 54a). 



Trước hết ta chứng minh 0'y' phải cắt Ox tại M. Thật vậy, nếu 
0'y' // Ox thì theo giá thiết Ox 1 Ox, suy ra ơx' 1 oy, trái với giá 
thiết là x'Oy không vuông, do đó oy phái cắt Ox tại M. 

Xét hai tam giác vuông OPM và ƠNM đã có Mi = M 2 (đối đinh) 
nẻn ỏ = ỏ Vậy xOv - x'ơ y . 

Trường hụp hai góc đèu tù (hình 54b). 

Trong tam giác vuông O AC ta có : 0-2 + c = 90° (1) 

Trong tam giác vuông OBC ta có : Ô 2 + c = 90° (2) 

Từ (1) và (2) puy ra: 0-2 = Ô 2 (3) 

Do 0-2 kề bù với 0 ; và 0-2 ké bù với Oi nên theo (3) ta có : 

Ôi - Õ;. tức là xOy = x'0'y'. 
b) Trường hạp góc này nhọn, góc kia tù 

Ta có (hình 54a> : x"Õy + xOy = 180°, mà xOy = x'0'y' 
nên x'T>y + x'ữy’ = 180°. 

• Lời bình : Ta chứng minh thèm rằng : 

"Nếu liai góc có cạnh tương ứng song song thì : 

a) Chúng bàng nhau nếu cá hai góc đểu nhọn hoặc đều tù. 

b) Chúng bù nhau nếu góc này nhọn, góc kia tù." 

Xét các hình vẽ sau : 

a) Trường họp hai góc dẻu nhọn (hình 55a) 

Vì Oy // oy (gt) má 0'x‘ cát oy nén O x' phái cắt Oy tại M. 

Xét Oy // 0'y' và cát tuyến OM ta có : M = 0' (góc đồng vị) 
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Xét Ox // Ox và cát tuyến OM ta có : M = ỏ (góc đồng vị) 

Suy ra Ô = Õ\ tức là xOy = x'Oy. 

Với trường hợp hai góc xOy và x'0'y' đều tù, cách chứng minh 
cùng tương tự (hình 55b). 
b) Trường hợp góc này nhạn, góc kia tù (hình 56). 

Vì Oy // oy (gt) mà Ox cắt Oy thì Ox phái cắt oy tại M 
Xét Oy // oy và cát tuyến OM ta có : . 

o, 4 M| (góc đổng vị) \. 1 

Xét Ox // 0’x' và cát tuyến 0'M ta có : o _ v 

* r 2J 

0’i = M 2 (góc so le trong) O' — —, 

Do Mi + M 2 = 180° nên Mj + Ô'i = 180° \ 

hay Ôi + Ỏ'i = 180°, tức là xOy + x'0'y' = 180°. x H 


a) Ta có Ax // BP. Do BC cắt BP tại B A 

nên BC phải cắt Ax (theo hệ quá 

của tiên đề ơclit). y\ \ p 

b) Ax // BP và cát tuyến AB nên ta có \ \ 

OAB = ố 2 (so le trong), AOC = Bi ^ \ỈXi 

(đồng vị). o B 

- , _ H.57 

Nhưng Bi = Ố -2 (gt) nên OAB = AOC. 

c) OBA và ABC là hai góc kề bú nên OAB + ABC = 180°, 
hay ố 4 + Ẽ 3 + Ỏ 2 + Bi = 2Ẽ3 + 2 Ồ 2 = 2(B;ỉ + B>) = 180°. 

Suy ra PBy = ố 2 + Ố 3 = 90°, tức là By 1 BP. 

Ta lại có Ax // BP mà By 1 BP, suy ra By 1 Ax. Vậy By 1 AO. 

d) Trong tam giác ABC ta có ABC = 180" - (60" + 50") = 70"; 

ẤBP = 4 ABC = 70" : 2 = 35". 

2 

BPC là góc ngoài của ABPA nên BPC = Â + Ẽ 2 = 60" + 35" í 95' 
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lời bình : Xét thêm bài toán sau : 



'ho tam gi.ác MNP văn tụi N. Kóu dùi MP một đoạn PQ = PN. Gụi Nt 
I,! tiu đổi cứa tia NQ. 
ló Chứng minh MNt = 3PNQ. 
u Bi (ừ Ù - 58", tính N và PNQ." 

( ách giai như sau (hình 58) 

a> Góc p là góc ngoài cùa ANPQ nên 

„ 11.58 

p Q 4 PNQ 

Lại có MNt = M 4- Q - p 4 Q = 2PNQ + PNQ. hay MNt = 3PNQ. 
p M —- 

L) Ta có : PNQ = suy ra PNQ = 58" : 2 = 29". 

22 

Từ đó N = 180" - 2M = 64'. 

Ta xét hai trường hợp hình vẽ tùy theo vị trí cùa p nằm bên trái hoặc 
Lẽn phai cùa đoạn MN. 
a) p nằm bên trái đoạn MN (hình 59). 

Qua p ta ké Pp song song với xy và zt. 

Ta có ngay : M = Pi (so le trong), 

N = P '2 (so le trong). 

Cộng từng vẽ hai đáng thức này ta được : 

M 4 N p. 4- p 2 hay xMP + zNP = MPN. 
b' p nằm bén phải đoạn MN (hình 60). 

Lán này ta gọi xMP là Ma, zNP là 
Na thì sẽ có ; 

Ma + Pi = 180" (hai góc trong cùng phía) 

Na + Pa = 180° (hai góc trong cùng phía) 

(nà Pi Mi. Pa = N| (góc so le trong) nên ta có hệ thức sau : 

Ma + Na + Mi 4■ Nt = 180" + 180" = 360" 
hay xMP 4 zNP = 360° - MPN. 


11.59 


1P60 


Lời bình : Nếu bài ra như sau : 

"dho điểm M nằm trong góc nhọn xOy. Từ M ta ké MP 1 Ox, MQ 1 Oy 
lii ké Mz II Ox, Mt II Oy. Chứng minh ràng hai góc zMt vù PMQ bù 
nhau thì ta có cách giái sau đáy : 
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Xét hai góc xOy nhọn và PMQ tù (hình 61) 
có cạnh tương ứng vuông góc (MP X Ox, 
MQ 1 Oy) nên xOy + PMQ = 180° (1) 

Lại xét hai góc nhọn xOy và zMt có cạnh 
tương ứng song song (Mz // Ox, Mt // Oy) nên 

xõy = zMt (2) 

Từ (1) và (2) suy ra : zMt + PMQ = 180°. 



M B p N 

Ta có : AM // BE (gt), suy ra M = Bi (đồng vị); 

AN // CF (gt), suy ra N = Ci (đồng vị). 

Xét AAMN có mãn = 180 u -<M + N) = 180" - (Bi +Ci), 
mà ỎI = Ỗ -2 và Ci = C -2 (gt) nên 

MXrt = 180° - ^44^ = 180° - — 

2 2 

= 180° - í 90° -4 1 = 90° + 4- 
1 2j 2 



• Lời bình : 

a) Ta có thể dùng định lí về góc có cạnh tương ứng song song dế dược 
MAN = BIC. Tiếp tục chứng minh tương tự như trên sẽ có 

BĨC = 90° + 4 . 

2 

b) Bài toán trẽn có thể thay hai phân giác bằng hai đường cao như sau : 
"Cho tam giác ABC và hai đường cao BE, CF cắt nhau tại H. 

a) Chứng minh ABE = ACF. 

/ỉ) Cho B = 65°, õ = 45°, tính góc BHC." 

Ta có cách giải sau đây (hình 63). 

u) ABE ACF vì là góc có cạnh tương ứng 
vuông góc (BE 1 AC. AB 1 CF). 
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;’)) Tống ba góc cua AABC bằng 180" mà B = 65°, c - 45° nên 
Ã = 180° - (Ồ + C) = 180" - 110" = 70". 

Do ABE + Â = 90° nên ABE = 20°, suy ra HBC = 45°. 

Do ACF • A 90° nên ACF = 20°, suy ra HCB = 25°. 

Xét ABHC ta có ngay : 

BHC = 180° - (HBC + HCB) = 180" - 70° = 110". 

1S aj Góc A;i là góc ngoài cua AADC (hình 64) nên Ã 3 = ố + Ci. 

Vi AD = AB và AB = AC (gt) nên 
AD = AC, tức là AADC cân, suy ra 
D = Ci, dođó Â 3 = 2Ci (1). 

Trong tam giác DBC tống ba góc 
bằng 180", tức là 

B + c 2 + Ci + D = 180 ° (2). 

Vi aABC cản nên B = c 2 (3). H.64 

Thay (1) và (3) vào (2) được : Ỏ 2 + C'2 + 2Ci = 180°, 
hay 2(Ci +C 2 ) - 180°. 

Suy ra Ci + C -2 = BCD = 90°, vậy DC 1 BC. 
b) Góc DAC lá góc ngoài cùa AABC nên DAC = B + C 2 . 

Ta lại có Âi = Â 2 (gt) hay DAC = 2 Ã 1 = 2 Â 2 (4). 

Mặt khác Ễ = Ô2 nên DÃC = 2Ồ = 2C 2 (5). 

Từ (4) và (5) suy ra : Âi = B ớ vị trí đồng vị nên AE // BC (hoậc 
Ã 2 = C 2 ớ vị trí so le trong nên AE // BC). 

Vì AE // BC và DC 1 BC nên DC 1 AE. Vậy AE 1 DC. 

• Lời bình : "Nếu AABC cân đã cho có À vuông hoặc AABC là tam giác 
đểu thỉ các điều cần chứng minh ở trên có còn đúng không ?" 

Để giải đáp câu hỏi này ta hãy vẽ hình : 



(a) (b) 
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a) Nếu AABC có Â vuông (hình 65a) thi nó là tam giác vuông cân liên 
B = C 2 = 45°, và AACD cũng vuông cản nên C 2 = 45°, ta có ngay 
Ci + C 2 = 90°, vậy DC 1 BC (lời giải gọn hơn). 

Do C 2 = A ‘2 = 45° ỡ vị trí so le trong nên AE // BC mà BCI) vuông 
suy ra AE 1 DC. 

b) Nếu AABC đều (hình 65b) thì ba góc đều bằng 60" và góc ngoài tại 
A là CAD = 120°, suy ra Ca = Â ‘2 (= 60") nên Ci = 30 ử ,do đó 

BCD = 60" + 30” = 90“ 


Vậy DC 1 BC. 

Do Ca = Âa ở vị trí so le trong nên AE // BC, từ đó suy ra Ê = 90° 
hay AE 1 DC (lời giải gọn hơn). 



Từ M ké MP // BC cắt AD tại K. H.66 

Do AD = 2CM và CD // KM nên CM = KD. 

Từ c kẻ đường thẳng song song với KD cát MK kéo dài tại p. 

Ta có PC = KD (tính chất doạn chắn) 

Do đó ACPM cân tại c và p = CMP. 

Mà CMP = Ẽ 2 (so le trong), p = K (đồng vị). 

Suy ra Ca = D 

- - _ - £ 
Lại có góc ngoài tại D cùa \ADB bâng Ai + B, tức là D - 90° - C -2 4 — 


Suy ra c 2 = 54°. Vậy c = 108". 

Lời bình : Nếu "cho ,1 ABC cân tại đính c mà c = 120° và trẽn cạnh 


đáy AB lây diêm D sao cho AD = a 
giài như thế nào ? 

(Hình 67). Từ D kẻ DN 1 AC ta 
cố Â = B = 30° vì ẤCB 120°, 

nên DN = 4 aD = 

2 2 

Ngoài ra nếu M là trung điểm của 


= 2a và yêu câu tính CD" thì sẽ 



H.67 

thì DM = ị. 

2 
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Do D cách đéu CA và CM nên CD là tia phản giác cùa góc ACM, suy 
ra AOD = 30°. Vậv AACD cân và CD = a. 

15. Ta có BEC -- 50” (hình 68a) nên CE = BC = a. Kẻ DI // BC, BI cắt CD 
ơ K, ta được hai tam giác đều BKC và DKI. Suy ra KC = CE. 

Xét \DKE = \DIE, suy ra DE là phản giác góc KDI. Do đó CDE = 30°. 

• hời bình : 

a ) Có thê giái cách khác như sau : 

Dựng góc BCG = 20" thình 68b). 

Ta có CG 55 BC = CE = a. 

Tam giác ECG đều nên GE = a. 

Nhưng BDC = GCD = 40° nên 
GD = GC = a. 

Trong ADGE cân ta có DGE = 40°, 
do đó GDE = 70°. 

B c B c 

Vậy CDE = 70° - 40" = 30". (a) (b) 

b) Từ bài ra ỏ' trên ta có thê rút ra tinh chất lí thú về tam giác cân có 
góc ớ dính bằng 20" sau đáy : 

Kẻ thêm EF // CD. Ta có EFG = FGE = 40°, FE = GE = a. Nhưng 
FEA = 20" nên AF = FE = a. Như thế đường gấp khúc CGEF chia 
aABC thành 4 tam giác cân có cạnh bên bằng cạnh đáy của AABC 
(tức là AF = FE = EG = GC = BC) và các góc tương ứng tại dinh c 
là 20", dinh G là 60", đinh E là 100", dinh F là 140" (tức là từ góc 
20" ớ đinh c nếu cộng thêm 40" thì dược góc ớ đỉnh G là 60" rồi cộng 
thêm 40" nữa được góc ớ đinh E là 100", cộng thêm 40" nữa được 
góc ớ đinh F là 140"). 

D. D»ố BẠN GIẢI ĐƯỢC 
1 . Vẽ lối đi. một chiều 

Cho hình 69. Hãy vè lôi di một chiều từ A dèn B. 



11.69 
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2. Vẽ dường đi chỉ qua mỗi ô một lần 

Cho hình vuông 8 X 8 ô trong đó có 10 ô đen (hình 70). Hãy ve đường 
đi từ ô A qua tất cả các ô (không qua 10 ô đen) và chỉ qua mỗi ô một 
lần để cuối cùng trờ lại đúng ô A. 



H.70 


136 




§1€. Tí; tam giác eằng nhau EẾN 
ĐỊNH lí HITAGC 


A. KIỀN THỨC CẨN NAM VỬNG 

1. Hu trường hợp bằng nhau của tam giác 

Hai tam giác bàng nhau khi có : 

a) ba cạnh bằng nhau từng đòi một (c.c.c). 

b) một góc bằng nhau xen giữa hai cạnh bằng nhau từng đôi một (c.g.c). 

C) một cạnh bằng nhau kề với hai góc bằng nhau từng đỏi một (g.c.g). 

2. Hai tam giác vuông bằng nhau khi có : 

a í một cạnh góc vuông và một góc nhọn kề bằng nhau từng đôi một, hoặc 
hai cạnh góc vuông bàng nhau từng đôi một. 

b) cạnh huyền và một góc nhọn bàng nhau từng đôi một. 

c) cạnh huyền và một cạnh góc vuông bàng nhau từng đôi một. 

3. Tam giác căn. Tam giác dều 

a) Tam giác cân là tam giác có hai cạnh bằng nhau. 

b) Trong một tam giác cân, hai góc ớ đáy bằng nhau. 

Ngược lại, nếu một tam giác có hai góc bằng nhau thì tam giác đó là 
tam giác cân. 

c) Tam giác đều là tam giác có ba cạnh bằng nhau. 

d) Trong một tam giác đều mỗi góc bằng 60°. 

e) Nếu một tam giác có ba góc bằng nhau thi tam giác dó là tam giác đều. 
g) Nếu một tam giác cận có một góc bàng 60" thì tam giác đó là tam giác đều. 

4. PỊnh li Pitugo 

Trong một tam giác vuông, bình phương cạnh huyền bằng tống các 
hnh phương hai cạnh góc vuông. 

Pảo lại, nếu một tam giác có bình phương một cạnh bằng tổng các 
lành phương hai cạnh kia thì tam giác đó là tam giác vuông._ 


B. CÁC BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH 

1. Cho tam giác ABC có góc B nhọn. Vẽ tam giác vuông cân ABE (góc 
ABE vuông, A và E nằm ở hai phía đối với dường thẳng BC), tam giác 
vuông cận CBF (góc CBF vuông, c và F nằm ở hai phía đối với đường 
thẳng AB). Chứng minh FA 1 EC. 
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2. Cho tam giác đều ABC và điểm p trên cạnh BC. Qua p vẽ các dường 
thẳng song song với AB và AC, cắt AB và AC theo thứ tự tại E và p. 
Gọi M và N theo thứ tự là trung điếm của BE và CF. Chứng minh 
APMN là tam giác đều. 

3. Cho tam giác ABC (AC > AB). Vẽ trung tuyến AM và từ B ké BE X AM, 
từ c ké CF 1 AM. Chứng minh rằng : 

a) Hai tam giác BME và CMF bằng nhau, 
bl CE // BF. 

4. Cho tam giác ABC. Ớ miền ngoài tam giác vè hai tam giác đều ABD 
và ACK. Gọi M là trung điểm của BC và H là trực tàm của \ABD. 
Tính sô' đo các góc của AKMH. 

5. Cho tam giác ABC. Gọi H là trực tâm, G là trọng tám và o là giao 
điểm các đường trung trực của tam giác. Chứng minh rằng ba điếm H. 
G, 0 thẳng hàng. 

(Chí dần. Trước tiên hãy chứng minh ràng : "khoáng cách AH bằng 2 
lần khoảng cách OM từ o đến cạnh BC đôi diện góc A.”) 

6. Cho tam giác ABC với M, N, I theo thứ tự là trung diêm của ba cạnh AB, 
BC và CA. Ớ miền ngoài tam giác ta vẽ các đoạn PM 1 AB và PM = MA, 
QI 1 AC và QI = IA. 

a) So sánh hai góc BMN và NIC. 

b) Chứng minh hai tam giác PMN và NIQ bằng nhau. 

c) Tam giác PNQ là tam giác gi ? Tại sao ? 

7. Trên cạnh AB cùa AABC lấy hai điểm D và E sao cho AD = DE = EB. 
Gọi I, J và K theo thứ tự là trung điểm cùa các cạnh BC, AC và AB. 
Đoạn AI cắt CD tại p, đoạn BJ cắt CE tại Q. Chứng minh : 

a) PQ là đường trung bình cùa ÁK1J. 

b) AB = 4PQ. 

8. Gọi I là điểm nằm trong AABC sao cho ABI = ACI. Ké IH 1 AB và IK X AC. 
Gọi D. E, F theo thứ tự là trung diểin cùa BC. IB và IC. Chứng minh : 

a) IẼH = IẼK bl DH = DK. 

9. Cho tam giác ABC. Ớ miền ngoài cua tam giác vè AD -L AB và AD = AK. 
rồi vẽ AE 1 AC và AE = AC. Gọi I, J. K theo thứ tự là trung điếm cua 
BD, CE và BC. Chứng minh : 

a) BE = CD và BE 1 CD b) AIJK vuông cản. 

10. ơ miền ngoài tam giác ABC vẽ hai tam giác đều ABE và ACF. 
a) Chứng minh BF = CE. 
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b) Gọi M là trung điếm cùa BC và H là trực tâm cúa AABE, tính sô đo 
các góc của \HMF. 

H. ơ mién ngoài ,\DEF vẽ ADFG vuông cản tại F. Đường cao DH cua 
\DEF và đường cao FI cùa \EFG cát nhau tại p. Chứng minh DP = EF. 
12. Cho tam giác đều I)EF. Trên các cạnh ED kéo dài, FE kéo dài và DF 
keo dai theo thứ tự láy các điếm p. Q. R sao cho DP = EQ = FR = cạnh 
tam giác đều DEF. Chứng minh : 

a) QD 1 DR. b) Tam giác PQR đều. 

c) Nếu chi cho DP = EQ = FR thì APQR có là tam giác đều nữa không ? 
Tại sao ? 

18. Cho tam giác ABC. Ké các phân giác cùa các góc A và B, rồi từ đỉnh c 
ké hai đường tháng song song với hai phân giác này. Chúng cát nhau 
tại D và E sao cho DE // AB. Chứng minh AABC cán. 

14. Cho tam giác cân ABC (AB = AC). Từ một điếm M trẽn cạnh BC hạ 
ME 1 AB và MF 1 AC. Kẻ dường cao BH. Chứng minh rằng ME + MF = BH. 

15. Dựng tam giác ABC biết ; hai góc A, B và hiệu hai cạnh BC - AC = a - b. 

1<6. Dựng tam giác ABC biết: hai góc B, c và chu vi của nó. B 

17. Trong một công xướng, giữa hai kho cách 

nhau lOm (hình 71) người ta kê một tấm 
ván dốc AB đế chuyền đồ. Hai đầu tấm 
ván cách mặt đất 4m và 8m. Tính chiều 
dài cùa tấm ván AB. H.71 

18. Cho tam giác ABC vuông tại c trong đó A = 60°, cạnh AC = 8cm. 

a) Tính độ dài hình chiếu AC trên AB. 

b) Tính cạnh huyền AB. 

19. Cho tam giác ABC vuông tại A. Đường cao AH chia tam giác thành hai 
tam giác vuông khác. Các trung tuyến HN và HP ứng với các cạnh 
huyền bằng 3cm và 4cm. Tính độ dài trung tuyến AM của tam giác ABC. 

c. CÁCH GIẢI VÀ LỜI BÌNH 

1. Xét hai tam giác BAF và BEC (hình 72) ta có : 
tìF = BC (gt) Bi = B:t (cùng phụ với Bá) và 
BA = BE (gt), vậy : ABAF = ABEC (c.g.c). 

Suy ra BFA = BCE. 

Nhung BFA = BFC 4- CFI = 45 u + CFI (1) 

Lại có ICF + FCB + BCE = 180" (2) 
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Thay (1) vào (2) và biết FCB = 45°. ta có : 

ICF + 45" + 45° + CFÌ = 180° hay ICF + CFI = 90°. 

Vì tống các góc trong AFỈC bàng 180” nèn ta có ngay : FIC = 90’, vậy 
FA 1 EC. 

• Lời bình : Ta có thế chứng minh '\AE1 vuông tại I đế từ đó í uy ra 
FA -L EC như sau : 

Từ ABAF = ABEC, suy ra BÃF = BẼC. 

Nhưng BẼC = 45° + ẤẼI nên BÃF = 45° + ÁẼI (1) 

Theo hình vè ta có : IAE + EAB + BAF = 180° (2) 

Thay (1) vào (2) và biết EAB = 45° ta có ngay : 

IẦẼ + 45° + 45° + AÊI = 180”. 

Suy ra IẨẼ + ÁẼI = 90°, tức là fTc = 90° hay FA 1 EC. 

2. Ta có PE // AB, PF // AC (gt) (hình 73). 

Suy ra : AF = PE (tính chất đoạn chăn). 

Lại có : EPC = ABC = 60° (đồng vị) 
và : FPB = ACB = 60° (đồng vị) 

Các tam giác FBP và ECP có hai góc 
cùng bằng 60” nên là tam giác đều, do đó 
có FB = BP = PF và EP = PC = CE. 

Xét hai tam giác BEC và CFA có : 

BC = AC (gt), BCE = FÂC = 60" (vì AABC đều), 

CE = AF (vì AF = PE, PE = CE) 
nên chúng bằng nhau (c.g.c). Suy ra BE = CF. 

Lại có M, N là trung điểm cúa BE. CF mà BE = CF (theo chứng ninh 
trên) nên MB = NF. 

Từ ABEC = ACFA ta có EBC = FCA. do PF // AC nên PẼC FCả, từ 
đó có EBC = PFC. 

Xét hai tam giác MBP và NFP có MB = NF, ÉBC = PFC, BP :■ PF 
nên chúng bằng nhau (c.g.c), suy ra PM = PN hay APMN cân. 

Từ AMBP = ANFP ta có MPB = NPF, mà BPM + MPF = BPF = 60' (V 1 
AFBP đều) nên MPF + FPN = MPN = 60°. 

Tam giác cân PMN có MPN = 60° nên là tam giác đều. 
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• Lời bình : Nếu cho "P là trung diêm của cạnh BC thi tam giác PMN 
:o là tam giác đều nữa không ?" 

Trước tiên ta vẽ hình (hình 74). Để trả lời câu 
lói, ta vận dụng định lí về dường trung bình 
rong một tam giác vào 4 tam giác bằng nhau 
.rang bài toán đế có ngay MPN = 60°. 

\BEC = ACFB tc.g.c). 

5uy ra BE = CF, do đó MB = NC. 

aMBP = ANCP (c.g.c). 
suy ra PM = PN hay APMN cản. 

Tam giác cân PMN có MPN = 60 u nên là tam giác đều. 

3. (Hình 75). 

í) Ta có BE 1 AM, CF 1 AM (gt). 

_ _ r A 

Suy ra BE // CF, nên Bi = Ci (so le trong). 

Hai tam giác BME và CMF có : / \ 

Ối =Ci, MB = MC, Mi =M 3 / 

(đối đỉnh) nên chúng bằng nhau, L<\ l\ 2 ' 

tức là ABME = ACMF (g.c.g). B + 4 m\ 3 + lx c 

1) Xét hai tam giác BMF và CME có : 

MF = ME (vì ABME = \CMF) H.75 F \ 

M 2 = M.| (đối đinh), 

■ MB = MC nên chúng bằng nhau, tức là ABMF = ACME (c.g.c), 
suy ra ECB = FBC. Hai góc này ớ vị trí góc so le trong nên CE // BF. 

• lời bỉnh : "Trẽn cạnh AB ta lấy điểm D và trẽn cạnh AC lấy điểm E 
iao> cho BD = CE. Các đường trung trực của BC và DE cắt nhau tại I. 
Hãy chứng minh hai tam giác BID vù CIE bàng nhau. " 

Cách giái sẽ như sau (hình 76) : 

Po III là trung trực cùa DE nên ID = IE 
Po IK là trung trực của BC nên IB = IC 
Haỉ tam giác BID và CIE có : 

ID = IE (theo 1), IB = IC (theo 2) 

\à 1DB = CE (gt) nên chúng bằng nhau, 
vậy' \B1D = ACIE (c.c.c). 

4. Căn cứ vào hình vẽ (hình 77) ta dự đoán rằng AKMH có thế là nửa 
tirm giác đều, muốn vậy phải chứng minh KM _L HM. 
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Kéo dài HM trên đó lấy MP = MH, như vậy KM là trung tuyên của AKHP. 
Vì H là trực tâm của tam giác đều ABD nên suy ra HA = HB (1 ì 
Xét hai tam giác BHM và CPM có : 

MC = MB <gt), 

Mi = M -2 (đối dính), \ / ỊỊ 

MH = MP (theo cách dựng) \ ~\ 's/' 

nên chúng băng nhau, tức là \ y ( / \l// 

ABHM = ACPM (c.g.c), B m\2 ^0 / 

suy ra HB = CP (2) I 

Từ (1) và (2) suy ra HA = CP (3) x ^p 

Trong AABD đều thì HA, HB cũng là phán giác nên Ai = IỈ 2 = 30°. 
Lại có HÃk = Âi + Ầ> +Âa =30° + Â 2 +60° =90° + Â 2 (4) 
Mật khác pck = 360 u - (Ci + C -2 + c 3 ) 

với Ci = 60° (vì AACK đều) và c 3 = Bi + Ẽ 2 (do ABHM = ACPM) 

= Ối + 30°. 

Từ đó PCk = 360° - (60° + c 2 + Bi + 30°) = 270° - (B) + c 2 ). 

Trong AABC, ta có : ối + c> = 180° - Âi2, do đó : 

PCk = 270° - (180° - Â 2 ) = 90° + Âa (5) 

Từ (4) và (5) có : HÃk = pck (6) 

Xét hai tam giác HAK và PCK có : HA = CP (theo 3), 

HÃK = PCk (theo 6), 

AK = CK (vì AACK đều) 

nên chúng bằng nhau, tức là AHAK = APCK (c.g.c). Suy ra KH = Kp, 
hay AKHP cân. 

Trong AILHP cản, trung tuyến KM cũng là đường cao nên KMH = 90°. 
Ta thây Ki = Ka (vì AHAK = APCK), mà Ki + Ka = 60°(vì AACK đều) 
nên K-i + Ẽ 3 = 60° = HKP. 

Tam giác cân KHP có HKP = 60° là tam giác đểu, suy ra MHK = 6G U . 
Đường cao KM trong AKHP đều cũng là phân giác nên MKH = 30°. 

Vậy ba góc cùa AKMH có sô đo là : 

KMH = 90°, MÌÌk = 60° và mTĨH = 30°. 
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Lời bình : Hãy xét "trường họp \ABC vuông cân tại A". 
Trước hết ta vẽ hình (hĩnh 78» 

Ta có Ải + Ả2 + Ải = 30' + 90" + 60" = 180' 
thăng hàng 
\BHM = \CPM nén 
c, = ồ! + Ẽ2 = 45“ + 30" = 75", từ đó 
Ói • ỎJ + (;.J = 60 +45" + 75" u 
= 180. 

tức là ba diếin p. c. K thăng hàng. 

Do HB = PC. HB = HA nên HA = PC. Như 
vậy HA + AK = PC + CK, hay KH = KP, nên 
\KHP cân. lại có HKP = 60° nên AKHP đều. 

Trung tuyến KM trong \KHP đều cũng là 
dường cao, phán giác, do dó : 

KMH 90“. MKH 30' và MHK = 60°. 


tức là ba điếm H, A. K 



• Lưu ỷ thcm : Khi YABC vuông cán tại A thì hai tam giác HAK và PCK 
dã suy biến thành hai đoạn thắng KH và RP. Ta đã chứng minh được 
KH = KP dê có \KHP cán và sau đó là đều. 

. Đay là bài toán vẻ bu điếm đặc biệt trong 
tum giác : trực tám, trọng tâm và tám 
đường tròn ngoại tiếp (tức là giao điểm 
ba dường trung trực» luõn thắng hàng, 
a) Trước tiên ta hãy chứng minh khoáng 
cách AH = 20M (hình 79). 

Thật vậy, ta có : 


1 

t\.D H - 79 

/Ạ 



\é' ' 


1 y // \ 

B " 

M * c 


1 , 


( 1 ) 


Gọi E. F theo thứ tự là trung điểm cũa AH và BH, ta lại có : 


Từ (1) và (2) suy ra MN - EF (3) 

Xét hai tam giác OMN và HEF có : 

ONM = HFE (góc có cạnh tương ứng song song), 

MN = EF (theo 3), 

OMN = HEF (góc có cạnh tương ứng song song) 
nén chúng bàng nhau, tức lã AOMN = AHEF (g.c.g), suy ra HE = OM. 
Vì E là trung điểm cùa AH nên AH = 2EH = 20M. 
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b) Xác định trọng tâm G, giao điếm o của hai đường trung trực (hình 80) 


Nối OH cắt trung tuyến AM tại G. Ta sẽ chứng minh răng AG = ^ AM 


thì sẽ cỏ tỉ là trọng tâm AABC, khi đó rõ ràng ba điếm H G, o 
thẳng hàng. 


Gọi E, F theo thứ tự là trung điểm cùa 
AH và BH. 

Theo câu a) thì AH = 20M (1) 

Gọi I, K theo thứ tự là trung điểm cùa 
AG và HG ta có IK là đường trung 
bình của AAHG, suy ra IK // AH 

và IK = i AH hay AH = 2IK (2) 



Từ (1) và (2) suy ra IK = OM. IK // OM vì cùng song song AH. 

Xét hai tam giác IKG và MOG có : ĩi = Mi (so le trong), IK - OM, 
IGK = OGM (đôi đinh) nêu chúng bằng nhau, 
tức là AIKG = AMOG (g.c.g), suy ra IG = GM. 

Như vậy ta có : AI = IG = GM hay AG = ^AM, do đó G chính là 
trọng tám AABC. Vậy ba điểm H, G, 0 thẳng hàng. 

Lời bỉnh : Đường tháng đi qua ha điếm dặc biệt H, G, o gọi là tường 
thắng ơlc. 

Cách chứng minh ba điếm thẳng hàng trong bài này cũng đặc biệt : 
Qua đường thắng HO ta vẽ trung tuyến AM cắt HO tại G, sau đó chứng 
minh G chính là trọng tâm ciia aABC, dựa vào tính chất : trọng tâm 

2 

của một tam giác cách mỗi đinh một khoảng bằng — trung t.u;ến di 
qua đinh ấy. 


6. (Hình 81). 

a) Vì M, N theo thứ tự là trung điểm 
của AB và BC nên MN // AC 
(đường trung bình trong AABC). 
Tương tự có IN // AB. 

Vậy BMN = NIC (góc có cạnh 
tương ứng song song). 



b) Do PM 1 AJB nên PMB = 90°, QI A AC nên QIC = 90°. 


Xét hai tam giác PMN và NIQ có : 
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PM = NI (vì cùng bằng ^ AB), 

PMN = NĨQ (vì PMB = QĨC = 90° và BMN = NĨC theo câu a) 
và MN = IQ (vì cùng bằng ì AC) 

nén chúng bàng nhau, tức là APMN = ANIQ (c.g.c). 
c) Do APMN = ANIQ nén có NP = NQ hay APNQ cân. 

Mặt khác do NI // AB nẽn BMN = MNI (so le trong) (*) 

Theo hình vẽ, trong APMN có : 

PMN + MNP + NPM = 180°, 
mà PMN = 90° + BMN = 90° + MNI (theo (*)) 

và MPN = QNI (vĩ APMN = ANIQ), do đó : 

90" + MNI + MNP + QNI = 180°, suy ra PNQ = 90°. 

Tam giác cân PNQ có PNQ = 90° nên là tam giác vuông cân. 

Lời bình : Nếu bài ra lã : "Cho tam giác nhọn ABC và đitờng cao AH. 
Vẽ điểm E sao cho AB là trung trực cùa đoạn HE, rồi vẽ điểm F sao 
cho AC là trung trực của đoạn HF. Nối E với F cắt AB tại M và cắt AC 
tại N. Chứng minh : 

a) Tam giác AEF căn. 

b) Tia HA là tia phân giác của góc 

c/ À = -~EAF" 

2 

thì cách giãi như sau (hình 82) : 

a) Do AB là trung trực của EH B H € 

nên AE = AH (1) 

và AC là trung trực cùa HF nén AF = AH (2) *» 

Từ (1) và (2) suy ra AE = AF, do đó AAEF cân. 

b) Do AE = AF (cmt) nên AAEF cân, suy ra AEF = AFE (3) 

Xét hai tam giác AEM và AI ỈM có.: AE = AH, EM = HM (vì AB là 
trung trực cùa EH) và AM là cạnh chung nên chúng bằng nhau, tức 
là AAEM = AAHM (c.c.c), suy ra AEF = AHM (4) 

Xét hai tam giác AFN và AHN có : AF = AH, NF = NH (vì AC là 
trung trực của HF) và AN là cạnh chung nên chúng bằng nhau, tức 
là AAFN = VAHN, suy ra AIỈN = AFE (5) 
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Từ (3), (4), (5) suy ra AHM = AHN, tức là tia AH là tia phấn giác 
cùa MHN. 


c) Tam giác AEH cân (do đôi xứng) nên Âi = Ã 2 và tam girtc AHF cân 
nên Â3 = Â4 , mà Ã 2 + Ã3 = Ả, Âi + Â2 + Â3 + Â 4 = EAP, 


nên Â = ẠeAF. 

2 

7. a) (Hình 83). Do D và J là trung 
điểm của AE và AC (gt) nên DJ 
là đường trung bình của AAEC, do 
đó EC // DJ. Lại có E là trung 
điểm cùa DB nên Q là trung điếm 
của BJ. 



Do K là trung điếm của AB nên KQ là đường trung bình cùa aABJ. 
ta có: KQ // AC và KQ = ì AJ. 


Tương tự QI // AC và QI = ỉ JC. 

Nhưng A, J, c thẳng hàng và AJ = JC, suy ra K, Q, I thẳng làng và 
KQ = QI (1) 

Chứng minh tương tự ta có K, p, J thắng hàng và KP = PJ (2) 

Từ (1) và (2) suy ra PQ là đường trung binh cũa AKU. 

bi Vì PQ là đường trung bình nén PQ = ìlJ (3), mà IJ lại là đường 

trung bình của AABC nên : IJ = ì AB (4). 


Vậy từ (3) và (4) ta có ngay AB = 4PQ. 

Lời bình : Tương tự, ta giải bài toán sau . 

"Cho JABC, trên hai cạnh AB và AC ta lổy theo thứ tự hai điển D và 
E sao cho DB = EC. Gọi /, J, K theo thứ tự là trung điểm của 3C, DE 
và DC. Đường tháng IJ cắt AB và AC tại M và N. Chửng niith ràng 
AlJK cân và úAMN căn." 

Cách giải như sau (hình 84) : 

Do I và K theo thứ tự là trung điểm 
của BC và DC nên IK là dường trung 
binh trong ACBD, 

suy ra KI // DB và KI = 4 BD ( 1 ) 

2 

B I c 
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Chứng minh tương tự đôi với ADEC ta có JK // EC và JK = “•EC (2) 

Từ (1), (2) và BD = EC (gt) => KI = KJ. vậy AlJK cân tại K và i = J (3) 
Do KI // DB nên M = JIK (so ie trong) (4) 

do -JK // EC nên IJK = N (đồng vị) (5) 

Từ (3), (4) và (5) ta có : M = N. 

Vì liai góc tại N đối đỉnh bằng nhau nên tam giác AMN cân. 

8. a) Tam giác vuông HIB có EB = EI (gt) nên 
HE là trung tuyến ứng với cạnh huyền 
ÍB và ta có EB = EI = EH (.hình 85). Ạ 

/\HEB cân nên ẤBI = BÌĨE (1) 

Mặt khác có HEI là góc ngoài của 
,\HEB nên HEI = ẤBI + BĨĨẼ (2) 

Thay(1)vào(2)được: 

HEI = 2ÃBI (3) B D c 

Chứng minh tương tự đôi với tam giác vuông IKC và tam giác cân 
KFC ta có IFK = 2ẤCI (4) 

Từ (3), (4) và giả thiết ABI = ACI suy ra IEH = IFK. 
b) Vì F và D là trung điếm cùa IC và BC nên DF là đường trung bình 
của tam giác IBC, do đó DF // IB và DF = i IB = HE (5) 

Chứng minh tương tự ta có DE // IC và DE = ỈIC = KF (6) 

Lại có IED = IFD (góc có cạnh tương ứng song song) 
mà IEH = IFK (theo câu a) 

nên IEH + IẼD = IFK + IFD, hay HẼD = DFK (7) 

Cuối cùng xét hai tam giác HED và DFK có : HE = DF, HED = DFK 
và DE = KF nên chúng bằng nhau, tức là AHED = ADFK (c.g.c). 

Suy ra DH = DK. 

• Lời bình : Xét thêm bài toán sau : 

"Cho hai tam giác vuông ABC và DEF (vuông tại A và tại D) có AB = DE 
và hai trung tuyến AM = DQ. Chứng minh rằng ba cặp tam giác sau 
bằng nhau : AABM và ADEQ, AAMC và ADQF, AABC và ÁDEF." 

Ta có (hình 86) : 



147 




a) Do AM = DQ nên BM = EQ, ta có ngay AABM = ADEQ (c.c.c). 

b) Từ câu a suy ra Mi = Qi, do đó M 2 = Q 2 và ta có AAMC = AiDQF (c.g.c). 

c) Do AABM = ADEQ và AAMC = ADQF nên cộng từng vế ta có ngay 
AABC = ADEF hoặc do ồ = Ê và BC = EF, từ hai câu a) vì b) nên 
AABC = ADEF (cạnh huyền và một cạnh góc vuông). 

9. (Hình 87) 

a) Xét hai tam giác DAC và BAE có : AD = AB, DAC = BAẼ = )0° + Â, 
AC = AE nên chúng bằng nhau, 
tức là ADAC = ABAE (c.g.c). 

Suy ra DC = BE và ẤẼB = Ấcĩ). 

Gọi M và N theo thứ tự là giao 
điểm của BE với AC và DC ta có 

ẤME + ẤẼM = 90°. 

Trong AMNC có NMC + NCM = 90°. 

Suy ra MNC = 90°, tức là DC 1 BE. 

b) KI là đường trung bình trong ABDC (vì I, K là trung điếm cỉa BD và 

BC) nên KI // CD và K3 = ịcD. Tương tựKJ // BE và KJ = ị BE. 

2 2 



Từ đó suy ra KI = KJ và KI 1 KJ tại K. Vậy AIJK là vuông (ân. 


Lời bình : Xét thêm : "Ta ké đường cao 
AH cắt DE ở p, hãy chứng minh p là 
trung điểm của DE." 

Cách giải như sau (hình 88) : 

Kéo dài DA một đoạn AG = DA. Xét hai 
tam giác ABC và AGE có : 

AB = AG, 

BAC = GAE (vì cùng phụ với CAG) 



B H 
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và AC = AE 

nên chúng bằng nhau, tức là AABC = AAGE (c.g.c). 




Suy ra ÃBC = AGE, mà ABC = DAP (góc có cạnh tương ứng vuông góc). 
Từ đó ta có ngay DAP = AGE (ở vị trí đồng vị), suy ra AP // GE. 

Xét ADGE có A là trung điểm của DG và AP // GE nên p phải là trung 
điểm cùa DE. 


10. a) Ta CÓ AEAC = ABAF (c.g.c) (hình 89), vì. 
AE = AB (gt), 

ẼÂC = BÃF (= 60" + Â), 

AC = AF (gt). 

Suy ra BF = CE. 

b) Kéo dài HM một đoạn MN = HM. 

Ta có ngay ABMH = ACMN (c.g.c) 

’ nên BH = CN và HBM = NCM. 



Lại có : HBM = 30° + B (vì BH là phân giác) nên NCM = 30° + B. 
Theo hình vẽ, ta có : 

HAF = HÃB + Â + CÃẼ = 30° + Â + 60°. = 90° + Â (1) 

NCẼ = 360° - NCM - c - ẤCẼ = 3B0° - (30° + B) - c - 60° 

■* * = 270° - (Ố + C) = 270° - (180° - Â)'= 90° + Â (2) 

Từ (1) và (2) có : HÃF = NCF. 


Như vậy AHAF S = ANCF (c.g.c). Suy ra HF = NF và AFH = CFN. 

Lại có HFN = 60° (vì ÁFH + HFC = 60° nên CFN + HFC = 60°). 

Suy ra AHFN đều nên trung tuyến FM của nó cũng là phắn giác và 
đựờng cao, dó đó các góc của AHMF là : 

FĨĨM = 60°, HMF = 90° và HFM = 30°. 

• Lời bình : 'Có thể thêm các.câu hôi sau : 

c) "Gọi p là giao điểm của BF và CE, tính số đo 'của góc BPC. 

d) Nếu AB < BC, chứng minh ME < MF." 

Cách giải như sau : 

e) Vì aEAC = ABAF (câu a) nên ECA = AFB 
mà ẤCF = 60° và F = 60°.= ẼCÀ + BFC . 

1 nên ÉCÃ + BFC •+ ẤCF = 120° hay PCF + PFC = 120°: 

■ Suy ra CPF = 180° - 120° = 60°. 

' Da BPC + CPF = 180° nên BPC = Í80" - 60° = 120°. 
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d) Xét hai tam giác EBC và FBC có CE = BF (câu a), BC chung, EB < FC 
(do AB < BC theo gt) nên ÉCB < FBC. 

Xét hai tam giác ECM và FBM có CE = BF, MC = MB và ẼCM < FBM 
nên ME < MF. 


11. Ta có PD 1 EF, DF 1 FG (hình 90), suy ra 
PDF = EFG (góc cùng tù có cạnh tương 
ứng vuông góc). Lại có F2+F3 =90°, 


H.to 


G + #3 = 90° (gt), suy ra #2=0 (góc cùng 
nhọn có cạnh tương ứng vuông góc). 

Xét hai tam giác DFP và EFG có DF = FG, 

F 2 = G, PDF = EFG nên chúng bằng 
nhau, tức là ADFP = AEFG (g.c.g). 

Vậy DP = EF. 



Lời bình : Vói bài toán trên, "nếu ta vẽ AEDG vuông cãn tại ĩ và tam 
giác EFK củng vuông căn tại E, hãy chứng minh KD 1 GF" thi cách 
giải sẽ thay đổi như thế nào ? 

Ta v.ẽ lại hình (hình 91). 

Xét hai tam giác DEK và GEF có : 

EK = EF, 

ED = EG (gt) 

và Êi = Ẽ 2 (cùng phụ với Ẽ) 
nên chúng bằng nhau, tức là 

ADEK = AGEF (c.g.c). G 

Suy ra Ki = Fi. Lại có Mi = M 2 (đối đỉnh) nên Ki + M 2 = Fi Mi. 



Tam giác vuông EKM đã có hai góc Ki + M 2 = 90°, nên hai góc 
Fi + Mi = 90°. Suy ra MNF = 90°, tức là KD 1 GF. 

12. (Hình 92). 

a) Rõ ràng ta có AEQD cân tại E, suy ra Qj 
Góc DEF là góc ngoài của tam giác trên nên 
DEF = Qj + Di = 2Di = 60°, suy ra Di = 30‘ 

Vậy Di + Ô 2 = 30" + 60" = 90". Q ' 

tức là QD 1 DR. 
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b) Xét ba tam giác QEP, RDP và QFR bằng nhau (c.g.c) vì có 

DP = EQ = FR (gt), 

QẼP = QẼR = RDP = 120°, 

EP = QF = DR (gt). 

Suy ra QP = QR = PR, tức là tam giác PQR đều. 

c) Trong trường hợp này ta có : EP = ED + DP, 

FQ = FE + EQ, 

DR = DF + FR, 

mà ED = FE = DF (do ADEF đều) và DP = EQ = FR (gt), 
suy ra EP = FQ = DR. 

Các góc tù tại D, E và F đều bằng 120°. Vậy ta vẫn có ba tam giác 
QEP, RDP và QFR bằng nhau (c.g.c) như câu b). 

Từ đó suy ra QP = QR = PR, tức là APQR vẫn đều. 

Lòi bình : Xét thêm câu hói sau : 

"Gọi I là tâm của tam giác đều DEF, chứng minh rằng IP 1 QR 

Ta vẽ lại hình (hình 93). Nối ID, IE, IF, 
chúng là phân giác các góc 60° của ADEF 
đều, nên ta có : 

QẼI = RFI = 120“ + 30° = 150° 
mà IE = IF, EQ = FR. 

Suy ra aQEI = ARFI (c.g.c), từ đó IQ = IR. 

Lại có APIQ = ARIP (c.c.c), vì IQ = IR, 

IP chung và PQ = PR. 

Suy ra Pi = Ẽ 2 , mà P = 60° (vì APQR đều) nên Pi = 30°. 

Gọi s là giao điểm của PI và QR, trong tam giác PSQ có 
Pi + Q = 30“ + 60° = 90“ nên PSQ = 90°, 
tức là PS X QR, hay PI _L QR. 

Lư.u ý thêm : Có thể chứng minh gọn hơn nếu biết được "tính chất 
đường trung trực của một đoạn thẳng". 

Thật vậy, từ PQ = PR và IQ = IR ta thấy ngay là hai điểm p và I cách 
đều hai đầu mút cúa doạu thẳng QR nên chúng nằm trên đường trung 
trực của QR (định lí đảo). Vậy PI 1 QR. 
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Gọi M và N theo thứ tự là. giao điểm của CD và CE với dường thễng AB. 
Theo bài ra Âi = Â 2 (do AE là phân giác) và Ãi = Ci (so le trong), 
Ã 2 = M (đồng vị). Do đó Ci = M. Vậy AAMC cân. , 

Tương tự ta có C 2 = N và ABCN cán. Suy ra AM = AC và BN = BC. 
Chỉ eòn phải chứng minh AM = BN (hoặc MB = AN). 

Thật vậy, điều này suy ra từ hai tam giác bằng nhau ÁMDB = AầEN 
(c.g.c) vì MD = AE, BD = EN (tính chất đoạn chắn). 

• Lời bình : Cũng là chứng minh tam giác cán ta xét bài toán sau: 

"Cho tam giác DEF vuông tại D có DE < DF và dường cao DE. Trẽn 
đoạn HF lấy điểm I sao cho HI = HE. Từ F kè FK 1 DI. ChứnỊ minh 
ADHK cân." 


Cách giải như sau : 

Gọi G là giao điểm của DH và KF (hình 
Ta có Di = Fi (cùng phụ với góc E), 
mà Di = D 2 (do ADEI cân) 

D 2 = Ẽ 2 (cùng phụ với góc DIH) 
nên Fi = Ẽ 2 . 

Xét ADHF = AGHF (g.c.g) suy ra HD = I 
Trong tam giác vuông DKG, trung tuyến KH ứng với cạnh huyln DG 
bằng nửa cạnh huyền, tức là KH = HD = HG. 

Vậy tam giác DHK cân. 



14. (Hình 96). 

Kẻ Mx // AC eắt BH tại I, ta có IH = MF (1) 
(tính chất đoạn chắn) và xMB = ACB. Nhưng 
ABC = ACB (AABC cân) nên xMB = ABC. 

Xét hai tam giác vuông BIM và MEB có cạnh 
huyền BM chung và xMB = ABC nên chúng 
bằng nhau, suy ra BI = ME (2). 

Cộng từng vế (1) và (2) được : 

IH + BI = MF + ME, hay BH = ME + MF. 


A 



H.96 
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Lời bình : 


‘ a) Nếu thay AABC cân bởi AABC đều thì bài toán vẫn đúng. Bây giờ 
thay aABC cân bởi "AABC đều và cho điểm M nằm trong tam giác 
rồi hạ thêm MK 1 BC, hãy chứng minh ME + MF +. MK = BH." 

Ta có cách giải sau (hình 97) : 

Qua M kẻ MQ // BC, ta vẫn có AAPQ 
đểu. Hạ AS 1 BC thì AS = BH, lại có 
NS = MK, PT = AN. Ta trở lại bài toán 
đã cho, tức là ME + MF = PT = AN. 

Từ đó : ME + MF + MK = AN + NS 
= AS = BH. 

b) Nếu cho điểm M nằm trên đường caa 

BH chẳng hạn thì ta vẫn có kết quả B s K c 

ME + MF + MK = BH. H ' 97 

Còn nếu M trùng với B thì MK = ME = 0, hoặc nếu M trùng với c 
thì MK = MF = 0, ta vẫn có ME + MF + MK = BH. 

15.. a) Pliân tích : Giả sử AABC đã dựng được (hình 98). Trên cạnh BC đặt 
đoạn CD = CA thì BD = BC - DC = BC - CA = a - b. 

Trong AADC cân, góc ở đáy ADC = - 8° ——— = 90° - 



Vậy góc bù với nó ADB = 180° - 90° - — = 90°.+ 


b) Cách dựng : Dựng ABDA trong đó BD = a - b, 

B đã cho, ẢDB = 90° + ^ (góc c biết được 

vì c = 180° - (Â + B). Dựng đường trung 
trực của AD, cắt BD kéo dài tại c. Nối AC 
ta được AABC cần dựng. 

c) Chứng minh : Ta có BD = BC - DC, nhưng c nằm trên trung trực 
của AD nên CD = CA và BD = BC - AC = a - b. 

Góc B là góc đã cho, còn BAC = Ai + DAC = Âi + ADC, 

nhttag Âi = 180° -Ịồ + 90° + ặ mà DÃC = ÁDC = 90“ - 

B + 90° +Ẹ = 180° -B-c = 180° -ÍB + C) 

= góc cho trước.' 


do đó BAC = 180° 
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d) Biện luận : Muôn bài toán dựng được thì A>B và A f B ' ISO”. 

Với điều kiện này thì bài toán luôn có 1 nghiệm hình. 

Lời bình : Tướng tự, ta hãy giải bài toán sau : "Dựng AABC biét : góc 
c, cạnh AB = c và hiệu hai cạnh BC - AC - a - b." 


Cách giái như sau : 

a) Phăn tích : Giả sử VABC đã dựng được (hình 99). Trên CB đặ đoạn 
CD = CA, ta có BD = a - b. 

Trong AACD cân thì ẤDC = = 90° - 

Góc bù với nó ÁDB = 180 u - 90° - ị = 90° + ậ 

i 2 J 2 . 


b) Cách dựng : Dựng AABD trong đó 

ẤDB = 90° + ậ, BD = a - b, AB = c. 

2 

Dựng trung trực của AD cắt BD kéo 
dài tại c. Nối AC ta được AABC phải 
dựng. 

c) Chứng minh (dành cho bạn đọc). 

d) Biện luận : Muốn bài toán dựng được thì c < 180° (vi muốn có 
AABC thì trước hết phái dựng được AABD mà muốn dựng ttan giac 

này thì ADB = 90° + ^ hay c < 180°) và c > I a - b I. 



16. 


Với'hai diều kiện này, bài toán luôn có 1 nghiệm hình, 
a) Phân tích : Giả sử AABC đã dựng được (hình 100). Kéo dàii 'ề híú 
phía của BC các đoạn CE = AC = b, BD = AB = c. 


Nối EA, DA ta có B và c là A 



Còn DB + BC + CE = DE = a + b + c (chu vi), 
b) Cách dựng-: Trước hết dựng AADE trong đó DE = a + b t- <c bhu vi 
cho trước), ADB = AEC = Ta được AABC phải dựng. 


c) Chứng minh (dành cho bạn đọc). 

d) Biện luận : Bài toán dựng được khi ồ + c < 180° và chỉ có 1 n{híệin 
hình. 
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Lừi bình : Tương tự, "Dựng ìABC biết : chu vi, góc Ồ và đường can 
\H = /í." 

A 

Cảch dựng như sau (hình 101). H 101 

Trước hết dựng tam giác vuông ABH trong / h 
dớ B bằng góc đã cho, AH = h. Như vậy n 

đã có hai đinh A, B và cạnh AB = c. B H c 

Trên BH kéo dài đặt BM = a + b (vì biết chu vi a + b + c và AB = c thì 
bi<ết được a + b). Nối AM và dựng trung trực của đoạn thẳng AM cắt 
BM tại điểm c. 


Ta được AABC phải dựng. 


17. So với mặt đất thì đầu ván B cao hơn đầu ván Alà 8 — 4 = 4 (m). Theo 
định lí Pitago ta có : 

AB- = AC- + BC- = 10 2 + 4 2 = 100 + 16 = 116 (m 2 ). 

Vậy tâm ván AB dài \fĩĩ 6 * 10,8 (m). 


Lời bình : Tương tự, ta giải bài toán sau : 

"Ở hình 102 cột a can 40m, cần cẩu b dài 50m, góc xen giữa a và b là 
120". Tinh độ dài của dây kéo c." 


Cột a, cần câu b và dây kéọ c hợp 
thiành AABC trong đó BC = a, CA = b, 
AB = c và BCÀ = 120°. 

G(ỌĨ CH là hình chiếu của CA trên BC, 
ta có ngay ACH = 60°. Do đó : 



X(ét tam giác vuông AHC, theo định lí 
Piitago ta có thế viết : 

l2 

AH 2 = CA 2 - CH 2 = b 2 - -- = 
4 

BH 2 = (BC + CH) 2 = a 2 + ab + 



b^ 

4 


Tirong tam giác vuông AHB ta lại có thế viết : 

AB 2 = AH 2 + BH 2 = á 2 + ab + b 2 = 1600 + 2000 + 2500 = 6100. 

Tử đó AB = V 6100 = Vẽĩ-Vĩõõ = loVẽĩ « 78 (m). 

18. GfỌÌ H là hình chiếu cùa C trên AB (hình 103). 

a}) Xét tam giác vuông CHA (vuông tại C), do A = 60° 
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nên cạnh AH = AC = 4 (cm). 


b) Tương tự, trong tam giác vuông ACB (vuông 
tại C) do Â = 60° nên : 



H.104 


c _ B 

AB = 2AC = 2.8 = 16 (cm). H.103 

Vậy hình chiếu cạnh AC trên cạnh huyền dài 4cm và cạnh vuvền 
AB dài 16cm. 

• Lời bình : Tương tự, ta có bài toán sau : 

• "Cho tam giác cân ABC tại đỉnh A, đường cao BH chia cạnh bới AC' 
thành hai đoạn dài 7cm và 2cm. Tính cạnh đáy BC của tam giác tân." 
Theo đề bài ta có AB = AC = 9cm (hình 104). 

A 

Theo định lí Pitago thì : 

BH 2 = AB 2 - AH 2 (xét tam giác vuông AHB) 

BH 2 = BC 2 - HC 2 (xét tam giác vuông BHC). 

Suy ra : BC 2 - HC 2 , = AB 2 - AH 2 (vì cùng bằng BH 2 ) 
hay BC* - 2 2 = 9 2 - 7 2 , 
tức là BC 2 = 81 - 49 + 4 = 36. 

Vậy cạnh đáy BC = a/ 36 = 6 (cm). 

19. Ta biết rằng : trong một tam giác vuông, trung tuyến ứng với cạnh 
huyền bằng nửa cạnh huyền, nên trong hai tam giác vuông À1B và 
' AHC ta có (hình 105) : 

AB = 2HN = 6cm; 

AG = 2HP = 8cm. 

Cạnh huyền BC của tam giác vuông ABC là : 

BC = VaB 2 + AC 2 = a/36 + 64 • 

= Vĩõõ = 10 (cm) . . 

Vậy trung tuyến AM ứng với cạnh huyền BC là : 

AM = ị BC = 5cm. 

2 

• Lời bình : Tương tự, ta có bài toán sau : 

"Đường cao AH của tam giác ABC dài 12cm, các góc ạ đáy của tam 
giác là B = 60° , c = 45°. Tính các cạnh của tam giác." 

Tam giác AHC vuông cân (hình 106) nên HC = HA = 12cm 




và AƠ- = AH 2 + HC 2 = 2.144, 
từ đó AC = I 2 V 2 » 16,9 (cm). A 

Tam giác vuông AHB bằng nửa tam giác 
đều mà cạnh là AB (vì B = 60°) 

nên AB 2 = AH 2 + BH 2 = 12 2 + Ị^ì 

. 3AB 2 0 

hay —= 12 2 . 

4 

-Ị ọ2 ọ2 19 9 

Từ đó AB 2 = ì=-±- , vậy AB = = 8^3 « 13,8 (cm) 

3 - V3 

và BH = -AB = 4-Js * 6,9 (cm) 

2 

BC = BH + HC = 4(3 + S) * 18,9 (cm). 

Vậy tam giác ABC có ba cạnh gần bằng : 

AB « 13,8cm; AC * 16,9cm; BC * 18,9cm. 

D. ĐÔ BẠN GIẢI ĐƯỢC 

1. Dùng các dấu + và - xen vào giữa các chữ số để được sô 100 : 

a) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (3 dấu hoặc 6 dấu) 

b) 9 8 7 6 5 4 3 2 1 (4 dấu hoặc 7 dấu). 

2. Thê kỉ 20 có 6 năm là số nguyên tố, đó là những năm nào ? (ví dụ 
năm 1973). 



157 



§11. CẤC CI/C3NC THẲNG CCNG ccy 
TCCNC TCM GIÁC 

A. KIẾN THỨC CẦN NAM VỬNG 

1. Quan hệ giữa các yếu tô' trong tam giác 

a) Trong một tam giác, góc đối diện với cạnh lớn hơn là góc lớn hơn 

b) Trong một tam giác, cạnh đối diện với góc lớn hơn là cạnh lớn hcn. 

c) Trong các đường xiên và đường vuông góc kẻ từ một điếm ớ ngoú một 
dường thẳng đến đường thẳng đó, đường vuông góc là đường ngán ihất. 

d) Trong hai đường xiên ké từ một điểm ở ngoài một đường thắig đến 
đường thẳng đó : 

- Đường xiên nào có hình chiếu lớn hơn thì lớn hơn. 

Đường xiên nào lớn hơn thì có hình chiếu lớn hơn. 

- Nếu hai đường xiên bằng nhau thì hai hình chiếu bằng nhau và ngược 
lại, nếu hai hình chiếu bằng nhau thì hai dường xiên bằng nhau. 

e) Bất đẳng thức tam giác : Trong một tam giác, độ dài một cạnh tao giờ 
cũng lớn hơn hiệu và nhỏ hơn tống các dộ dài của hai cạnh còn lại. 

2. Các dường dồng quy của tam giác 

a) Ba đường trung tuyến cùa một tam giác cùng đi qua một điếm. Điểm 

_... 2 

đó cách mỗi đỉnh một khoảng bằng ^ độ dài đường trung tuỹến li qua 
đỉnh ấy. Điếm dó gọi là trọng tâm của tam giác. 

b) Ba dường phân giác của một tam giác cùng đi qua một điểm. Điển này 
cách đểu ba cạnh của tam giác, và là tâm của đường tròn nội tiêũ tam 
giác. 

c) Ba đường trung trực của một tam giác cùng đi qua một điểm. Điển này 
cách đều ba đinh của tam giác, và là tâm của đường tròn ngoậ tiếp 
tam giác. 

d) Ba đường cao cùa một tam giác cùng đi qua một điểm. Điềm này gọi là 
trực tâm của tam giác. 

e) Trong một tam giác cân, trung trực ứng với cạnh đáy đồng tlời là 
phân giác, đường cao, trung trực cùng xuất phát từ đỉnh đối diện với 
cạnh đó. 

g) Trong một tam giác đều, trung trực, trực tâm, điểm cách đều ba đánh 
, và diểm cách dều ba cạnh là 4 diêm trùng nhau. 
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B. CÁC BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH 

1. Cho tam giác DEF (DE < DF) và trung tuyến DM. Chứng minh rằng 
EĨ)M > FDM, từ đó suy ra tia phản giác của góc D nằm trong EDM. 

2. Cho tam giác DEF và trung tuyến DM. Chứng minh rằng EDM sẽ lớn 
hơn, bàng hay nhỏ hơn MDF tùy theo DME là góc nhọn, góc vuông 
hay góc tù. 

3. Cho tam giác MNP và đường cao MH. Chứng minh rằng : 

MN + MP 
2 

b) Tổng ba đường cao nhò hơn chu vi tam giác. 

4. Cho hai điếm B và c nằm trên đoạn thẳng AD. Chứng minh rằng nếu 
AB = CD thì với mọi điềm p của mặt phẳng ta luôn có : 

PA + PD > PB + PC. 

5. Cho tam giác PQR có PM là trung tuyến. Chứng minh rằng PM nhó 
hơn tống hai cạnh PQ và PR và lớn hơn tống hai cạnh PQ và PR trừ 
di cạnh thứ ba QR. 

6. Ba trung tuyến DM, EN và FP cùa tam giác DEF cắt nhau tại trọng 
tâm G. Trên tia GM lấy đoạn MH = GM, trên tia GN lấy đoạn NI = GN 
và trên tia GP lấy đoạn PK = GP. Chứng minh : 

a) Hai tam giác DEF và HIK băng nhau. 

b) Điểm G cũng là trọng tâm cũa AHIK. 

7. Cho \PQR và phân giác PD. Giao điếm ba trung trực cúa APQR trùng 
với trọng tâm G của APQD. Tính các góc cua APQR. 

8. Cho ba đường thắng phân biệt cùng di qua một điếm o. Điểm M nằm 
trên một trong ba đường thẳng đó. Chứng minh rằng tồn tại một tam 
giác có một dinh là M và các đường cao nằm trên các đường thẳng đã cho. 

9. Cho AABC vuông tại A có BC = 2AB. Lấy điểm D trên AC sao cho 

ABD = Ậố. điểm E trên AB sao cho ACE = ỉỏ. Gọi F là giao điểm của 
3 3 

BD và CE, gọi G là điếm mà BC là trung trực của FG và H là điểm mà 
AC là trung trực cùa FH. Chứng minh ba điểm H, D, G thẳng hàng. 

10. Cho AABC cân tại A và đường cao AH. Kẻ HK 1 AB và HI // CK 
(I thuộc AB). 

a) Chứng minh I là trung điểm cùa BK. 

b) Gọi F là trung điểm của HK, tia IF cắt AH tại E. Chứng minh IE 1 AH. 

c) Chứng minh AF 1 CK. 
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11. Ba con ruồi đậu trên ba cạnh của AABC sao cho trọng tâm của tam 
giác mà đỉnh là ba con ruồi vẫn không đổi. Chứng minh rằng trọng 
tâm của "tam giác ruồi" này trùng với trọng tâm AABC, biết rằng một 
trong ba con ruồi bò qua tất cả các cạnh của tam giác. 

12. Trong tam giác đều ABC lấy các điểm K, L, M sao cho : KAB = LBA =15°, 
MBC = KCB = 20°, LCA = MAC = 25°. Tính các góc của AKLM. 

13. Dựng tam giác ABC biết : góc A, phân giác AD = p của nó và đường eao 

AH = h. - 

14. Dựng tam giác ABC biết : cạnh BC = a, và hai trung tuyến BM = m, 
CN = n. 

c. CÁCH GIẢI VÀ LỜI BÌNH 

1. (Hình 107). 

Hai góc Dt và D 2 nằm trong hai tam giác khác nhau nên chưa có sự 
liên hệ với nhau. Do dó cần đưa chúng về trong một tam giác. 

Muốn thế, trên tia đối của tia MD ta lây 
đoạn MN = MD, để xét các góc trong ADFN. 

Xét hai tam giác DEM và FNM có : 

MD = MN, 

Mi = M 2 (đối đỉnh), 

ME = MF (gt) 

nên chúng bằng nhau (c.g.c). 

Suy ra Di = N và FN = DE. 

Trong ADFN ta có FN = DE < DF (gt), suy ra FNM > D 2 hay Di > D 2 . 
Do đó tia phân giác của góc D nằm trong góc EDM. 

• Lời bình : Xét thêm bài toán tương tự sau : 

"Cho ÁDEF (DE < DFì. Trên hai cạnh DE và DF lấy hai điếm I và K 
sao cho IE = KF. Hãy so sánh hai đoạn IF và BK, hai góc ElK và FK1." 
Cách giải như sau (hình 108) : 

a) Do DE < DF nên F < Ê. Xét hai tam 
giác IEF và EKF có hai cặp cạnh tương 
ứng bằng nhau (IE = KF (gt) và EF 
chung) trong đó Ê > F nên IF > BK. 

b) Xét tiếp hai tam giác IEK và IKF có 
hai cặp cạnh tương ứng bằng nhau 
(IE = KF và IK chung) trong đó EK < IF nên EIK < FKI. 
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2. Lấy lại hình 107 cua bài 1. 


a Xét \DME = ANMF (c.g.c), suy ra 
Ôi = N và DE = FN. Nếu dIvĨE 
nhọn thì DMF tù. Từ hai tam giác 
có hai cặp cạnh tương ứng bằng 
nhau DME và DMF (ME = MF (gt) 
và DM chung), suy ra DF > DE hay 
DF > FN. 



Trong ADFN ta có N > Da mà N = Di nên Di > Ũ 2 . 


b Nếu DME vuông thì ADEF càn vì có trung tuyến DM cũng là đường 
cao, là phản giác nên Di = Da. 

e Nếu DME tù thì lí luận tương ứng như câu a ta suy ra : Di < Da. 


• Lời bình : Xét thêm câu hói sau : 


"Chứng minh trung tuyến DM nhó hơn nửa tống hai cạnh còn lại", tức 
:„»M< 

2 


Bỉt đẳng thức (*) có thể viết : DM < - 7 ^- + điều này gợi cho ta 

tìm quan hệ giữa ba cạnh của một tam giác. Đó là ADFN ớ trên. 

Ti đã có DE = FN, nên xét ADEN có thêm DN = 2DM, suy ra ngay 

DN < DF + FN hay 2DM < DE + DF, tức là DM < ^ + -51. 

2 2 


3 . a Ta cỏ MH là đường vuông góc 
và MN, MP là các đường xiên 
nên MH < MN và MH < MP 
(hình 109). 

Suy ra 2MH < MN + MP 

.. _ MN + MP 

hay MH < ——L-. 



b Ta phai chứng minh MH + NI + PK < MN + MP + NP. 
Theo câu a ta lần lượt có : 


2 2 

Cộng từng vế ba bất đẳng thức này được : 
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• Lời bỉnh : Xét thêm câu hói sau đày : 

"Lấy điểm s trên đường cao MH. Đường thẳng NS cắt cạnh MP ại I, 
MN < MP. Chứng minh ràng SN < SP và SI < HI." 

Cách giải như sau : 

a) Ta có HN và HP theo thứ tự là hình chiếu của các cạnh MN vi MP 
trên cạnh NP. 

Từ MN < MP suy ra HN < HP. Ta lại thấy SN và SP cùng có hình 
chiếu theo thứ tự trên NP là HN và HP. 

Do đó từ HN < HP suy ra ngay SN < SP. 

b) Xét ASHN vuông ta cỏ Si < 90°, suy ra góc kề bù HSI > 90°. V mỗi 
tam giác chỉ có nhiều nhất là một góc tù và đó phải là góc lớn nhất 
nên HSI > SHI. Suy ra SI < HI. 

4. Nếu điểm p nằm trên đường 
thẳng AD thì đó là điều hiển 
nhiên. Do dó ta xét trường hợp p 
không nằm trên AD (hình 110). 

Gọi o là trung điểm của AD. Kéo 
dài PO một đoạn OP' = PO và xét 

hai tam giác APO và DP'0. P' 

Ta có AAPO = ADP'0 (c.g.c) (vì OA = OD, OP = OP’ và ẤOP = põb). 
Suy ra hai góc A và D bằng nhau (so le trong) nên AP // P D và AP = P'D 
Tương tự AP = PD. 

Lại xét hai tam giác nữa bằng nhau là APOB = ACOP’, ta cũng có : 

BP = CP', PC = BP. 

Vậy AP + PD = AP’ + P'D > P'B + P'C = BP + PC. 

• Lời bình : Tương tự, ta xét thêm bài toán sau : 

"Cho bốn điếm A, B, c, D. Với mọi điểm p ta có PA + PD > PB + PC. 
Chứng minh rằng các điểm B và c nằm trẽn đoạn thẳng AD và AB = CD." 
Sau đây là cách giải : 

Trước hết do p là một điểm bất kì nên : 

nếu p = A thì ta có AD > AB + AC, 
còn nếu p s B thì AD > BD + DC. 

Cộng từng vế hai bất đẳng thức này được : 

2AD > AB + AC + BD + CD (*) 

Mặt khác ta luôn có : AD < AC + CD và AD < AB + BD. Đắng thức chi 
xảy ra ở mỗi bất đẵng thức khi ba điếm A, c, D thẳng hàng. Cộng 
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từng vế ta được : 2AD < BD + AB + AC + CD. 

Kết lợp với (*) được : 2AD = BD + AB + AC + CD. 

Suy ja ngay là bốn điểm A, B, c, D thẳng hàng và tất cả các bất đẳng 

thức trên đều trở thành đẳng thức. Vậy hai điểm B và c nằm trên 

đoạn thẳng AD và AB = CD. 


5. Xét lai tam giác PQM và PRM (hình 111) ta có : 

PQ < PM + QM, PR < PM + MR. 

Từ đí suy ra : 


Ké o lài PM một đoạn MS = PM, từ APQR ta có 



Từ (1) và (2) ta có ngay : 
PQ + PR - QR 
2 


PQ + PR 


Lời lình : Dựa vào bài toán này, hãy chứng minh rằng : 

"Tiroig một tam giác, tống ba trung tuyến lớn hơn nửa chu vi nhưng 
nhtỏ lơn chu vi của tam giác đó." 

Th.ậtvậy, đế cho gọn ta gọi ba cạnh của tam giác PQR là p, q, r và ba 
truinị tuyến là in,„ m (| , m,. Theo đề bài trên ta có : 

l±±ZP <mo< l±l; 

2 p 2 

r + p-q < . r + p . 

2 q 2 

LlAZl <mr< E13. 

2 ' 2 

Cộ ng từng vế ba bất đẳng thức kép này được : 


p + q + r 

-—2- < m p + m () + m,. < p + q + r. 


6. a) Ti có PN là đường trung bình trong ADEF (hình 112) nên 

PN = ỈEF (1) 

2 

Ctn PN là đường trung bình trong AGIK nên PN = ÌkI (2) 
Tí (1) và (2) suy ra EF = KI. 
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Chứng minh tương tự ta có : 

HI = DE, HK = DF. 

Vậy ADEF = AHIK (c.c.c). k 
b) Từ câu a ta có KI // EF 
nên Ki = Fi (so le trong), 
mà Gi = ồ 2 (đối đỉnh) 
suy ra KG = GF. 

Do đó AKSG = AGMF (g.c.g) 
nên KS = MF. 



Từ KI = EF, MF = ỈEF, KS = MF, suy ra KS = ị KI. 

2 2 


Như vậy s là trung điểm của KI hay HS là trung tuyến củí aHIK. 
Chứng minh tương tự, ta có IR và KT là hai trung tuyến còn lại của 
AHIK. Vậy G cũng là trọng tâm cúa AHIK. 


• Lời bình : Tương tự ta có bài toán sau : 


"Cho góc xPy. Trên tia Px lấy ba đoạn PL = LM = MN. Trên tic Py lấy 
ba đoạn PR - PQ = RS (Q nằm trên tia đối của tia Py). Chứrg minh 
rằng ba đường thẳng QL, MS và NR cùng đi qua một điểm." 


Thật vậy, từ đề bài ta suy ra điểm L là 
trọng tâm cúa AQNR (hình 113), do đó QL 
cắt NR tại o trung điểm của NR. 

Trong APMS, LR là đường trung bình nên 
LR // MS. Trong ALNR, MO là đường trung 
bình nên MO // LR. Suy ra ba điểm s, o, M 
thẳng hàng, tức là SM qua giao điểm o của 
QL và RN. 

Vậy ba đường thẳng QL, MS và NR cùng đi 
qua một điểm. 



H.113 


7. Ta có G là trọng tâm của APQD và cũng là giao điềm ba 
đường trung trực của APQR (hình 114). Ba tam giác 
GQP, GQR và GPR là những tam giác cân (vì G là 
ba đường trung trực của APQR nên GP = GQ = GR). 

Đế cho gọn ta đặt GPQ = X thì ta cũng có : 

GPb = GPQ = GQP = GQR = GRQ = X. 

Từ đó PQR = 2x và RPQ = 2DPQ = 4x. 






Vì tổng các góc trong aPQR bằng 180°, tức là 

p + Q + R = 180° hay 4x + 2x + 4x = lOx = 180°, suy ra X = 18°. 
Vậy p = R = 18°.4 = 72° và Q = 18°.2 = 36°. 


Lời bình : Xét thêm bài toán tương tự về tính các góc của một tam giác : 
"Cho APQR. Ớ miền ngoài tam giác vẽ hai tam giác đều SPQ và TPR, cả 
ba tam giác này không có điểm chung ở trong. Tính các góc của AMHT, 
trong đó tì là trực tâm của ASPQ và M là trung điểm cạnh QR." 


Ta có cách giải sau (hình 115). 

Kéo dài HM một đoạn MK = MH. 
Xét hai tam giác QMH và RMK 
bằng nhau (c.g.c) ta có QH = RK và 
HQM = KRM. 

Trong ASPQ đều, H là trực tâm' 
cũng là trọng tâm, là giao ba trung 
trực, do đó HQ = HP 

và HQP = HPQ = 30°. 

Suy ra HPT = 90° + QPR. 

Lại có KRT = 360° - Ri - Ra - Ẽ3 = í 



)° - Q - R - 30° - 60° 


hay KRT = 270° - (180° - P) = 90° + QPR. Thành thử HPT = KRT. 
Xét aHPT = AKRT (c.g.c) ta có : HT = HK và PTH = RTK, 
do đó HTK = 60°. 


Vậy \THK là tam giác đều nên ATMH vuông tại M, thành thử : 

MHT = 60°, MTH = 30°. 

Vậy ,\MHT là nứa tam giác đều có ba góc : M = 90°, íì = 60°, T = 30°. 
Gọi ba đường thẳng a, b, c cùng đi qua o (hình 116). 

Giả sử M là điểm nằm trên đường thẳng a. 

Nếu tam giác có một đỉnh là M và các đường 
cao nằm trên a, b, c thì các cạnh MN và MP 
phái tương ứng vuông góc với c và b. Vị trí các 
đinh N và p của tam giác được xác định trên 
các đường thắng b và c. 

Nếu b -L c thì các đường thẳng qua M và vuông 
góc với b và c sẽ song song với các đường 
tháng tương ứng c và b. Khi đó không tồn tại tam giác. 
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Lời bình : Xét thêm câu hỏi sau 


"Chứng minh ràng tồn tại một tam giác có một đinh là M uà các trung 
tuyển nằm trên các đường thắng đã cho." 

Thật vậy, dựng OM’ = '“OM (hình 117), với M' là trung điểm của NP. 

Kéo dài MM' một đoạn M'S = M'0 ta thấy rằng SN // c, SP // b nên các 
điểm N và p nằm trẽn các đường Ị 

thẳng qua s và song song với c và b. 

Khi đó o là giao điểm các trung tuyến yT ỷế / 

1 _ a s/ /, \/ \ 

trong aMNP (vì M'0 = MM ). 7 

Do đó các .đoạn thẳng ON và OP thuộc / b 

các trung tuyến của AMNP. p HI 17 

9. Do BC = 2AB nên AABC là nứa tam giác đều, do đó c = 30° và B - 60° 
(hình 118). 

Suy ra ABD = 20° và ACE = 10°. 


AGHC cân vì CG = CF (do BC là trung trực của FG) 
và CF = CH (do AC là trung trực của FH), 
mà Ci + Ca = c = 30° nên HCG = 60°. 

Suy ra AGHC đều và GHC = 60° (1) 

Mặt khác, ÃDB = 90° - 20° = 70° 
nên ẤDH = 70°. 

Từ đó HDC = 110° và DCH = 10°. 

Vậy CHb = 180° - (110“ + 10") = 60“ (2) •G . H ' 118 

Từ (1) và (2) auy ra ba điểm H, D, G thẳng hàng. 

Lời bình : Xét thêm bài toán về đường trung trực sau : 

"Cho AABC nhọn có đường cao AH. Lấy các điểm E và F sao cho AB là 



trung trực của HE, AC là trung 
trực của HF. Nối EF cắt AB ở p 
và AC ở Q. Chứng minh PC IIEH 
vàQBIIẼH." 

Thật vậy, ta có AQHF cân vì 
Qj = Q 2 (hình 119). Do đó AC là 
phân giác ngoài của AHPQ. Suy ra 
AH là phân giác trong cùa aHPQ 
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(AH đi qua giao điếm hai phản giác ngoài cùa AHPQ). Suy ra BC là 
phân giác ngoài của tam AHPQ (vì. BC 1 AH), mà BC lại cắt AC tại c, 
do đó PC là phân giác trong cùa AHPQ (vì qua giao điếm của BC và AC). 
Vì phân giác trong vuông góc với phân giác ngoài cùa một góc nên 
PC ± AB, suy ra CP // EH. 


A 


Ố H c 

(gt) nên IF // BH (tính chất đường trung bình cua tam giác) hay IE 
// BH, mà AH 1 BH. Suy ra AH 1 IE. 
c) Trong AAIH hai đường cao IE và HK đã cắt nhau tại F thì AF phải 
là đường cao thứ ba (vì ba đường cao đồng quy), vậy AF 1 IH. 

Ta có IH // CK, AF 1 IH, suy ra AF 1 CK. 

• Lời bình : Xét thêm bài toán tương tự về ba dường cao đồng quy : 

"Cho ẩDEF và ba trung trực của ba cạnh DE, DF, EF theo thử tự tại 
các trung điểm G, H, I. Trẽn các trung trực đó về phía ngoài tam giác 
. ^ DE DF 

theo thứ .tự lấy các đìẽm K, L, M sao cho KG = ——, LH = —— L’d 
• 2 2 
EF 

Mỉ = Chứng minh : 

a) Hai tam giác KGH và HIM bàng nhau, suy ra KH bằng và vuông 
góc với HM. 

b) Hai tam giác KHF và MHL bằng nhau, suy ra KF bàngJ ỳ. vuông 

góc với LM. • .» 

cJ Ba dường cao của AKLM đổng quy". 

Trước hết ta vẽ hình (hình 121). 



Tương tự ta có BQ I AC, suy ra BQ // FH. 

10. (Hình 120). 

a) Đường cao AH trong tam giác cân ABC 
cũng lá trung tuyến nén HB = HC. 
Trong ABKC ta có IK = IB (vì IẸ // BH 
nén IF là đường trung bình trong tam 
giác) hay I là trung điểm của BK. 

b) Trong AKBH ta đã có IK = IB, KF = FH 


Cách giái như sau : 

a) Xét hai tam giác KGH và HIM, trước hết ta chứng minh chúng có 
KGH = HĨM. 

Thật vậy, vì GH // EF nên Gi = Ê, 
suy ra KGH = 90° + Gi = 90° + Ê (1) 



Vì IH // DE nên ĩi = Ê, suy ra HIM = 90° + Ê (2) 

Từ (1) và (2) ta có ngay KGH = HIM. Lại có : 

GH = ÌEF, suy ra GH = IM; 

2 K 

KG = ị DE, suy ra IH = KG. 

2 

Từ ba đẳrig thức trên ta có : 

AKGH = AHIM (c.g.c), 
do đó KH = HM. 

Do hai tam giác này bằng nhau nên 
KHG = HMI 
và do GH // EF nên GHM = HIF (so le trong). 

Xét tam giác HIM có MIF = 90°,nên tổng các góc còn lại bằng 90", 
suy ra KẼM = 90°, tức là KH 1 HM. 

Vậy KH bằng và vuông góc với HM. 

b) Xét hai tam giác KHF và MHL có : 

KHF = MRL (vì MHL = 90° + Hi và KHF = 90° + Hi), 

KH = HM (câu a) 
và FH = HL (bằng. ỈDF) 

nên chúng bằng nhau (c.g.c). Suy ra KF = LM. 

Lại có Fi = Li và Pi = P- 2 , mà Lj + Pi = 90° nên Ẽ 2 + Fi = 90° hay 
PQF = 90°. Vậy QF 1 LM hay KF 1 LM. 

Chứng minh tương tự ta sẽ được : DM 1 KL và EL 1 KM. 

c) Theo trên, trong AKLM ta có ba đường cao là MD, KF và LE nên 
chúng đồng quy. 

11. Nếu một con ruồi đậu ả đỉnh A thì trọng tâm "tam giác ruồi" nằm 

trong AADE (hình 122) trong đó 5ÍÌ - 
BC 3 

Vì một con ruồi bò qua tất cả các đinh 
nên trọng tâm của "tam giác ruồi" 
phải thuộc về ba tam giác ADE, BFG, 

CKL. Ba tam giác này chỉ có một giao 
điểm duy nhất là trọng tâm của tam 
giác đã cho.. 






• Lời bình : Xét thêm bài toán nữa về trọng tâm : 


"Cho G là một điểm nằm trong AABC sao cho diện tích ba tam giác 
ABG, BCG và CAG bàng nhau. Chứng minh.rằng G là trọng tăm của 
1 ABC. 


Thật vậy, qua G ke đường thắng d // AB 
(hình 123). Theo bài ra diện tích AABG 

bằng ỉ diện tích AABC. Do đó đường cao 
hạ từ G xuống AB bằng i đường cao hạ từ 



c xuống AB. 


H.123 


Vì d // AB và đi qua G nên mọi đoạn thẳng nô'i đỉnh c với một điếm 
cua cạnh AB (trong đó có trung tuyến kẻ từ c tới AB) được d chia 
thành hai đoạn có ti sô' 2 : 1 (kể từ đỉnh C). Vậy d đi qua trọng tâm 
cua AABC. 


Đường thẳng e qua G và song song với BC cũng qua trọng tâm AABC. 
Do d và e không trùng nhau nên chúng chỉ có điếm chung là G. Do đó 
G trùng, với trọng tâm AABC. 


12. Đặt a = 20". Ị3 = 25", y = 15" (hình 124). 
Thế thì a, p, Y < 30" và a + p + y = 60". 

KÃM = 60° - MAC - KAB = u. 
Tương tự ta có LBM = p, KCL = y. 

Giá sử AM và CL cắt nhau tại N, BN 
và AC cắt nhau tại p, CL và AB cắt 
nhau tại Q. Vì AB = BC và AN = NC 
(hoặc NAC = NCA = P) nên BP là phán 
giác của ANC và LMN. 



Lấy điếm B' nằm trong góc LMN và ở ngoài ALMN cách đều ba đường 
thẳng LN, LM và MN. Điểm này nằm trên đường thẳng NB và các 
phản giác ngoài của các góc L và M của ALMN, do đó : 


LB'M = 180° - B'LM - B'ML = 180° 


180° - NLM 180° - NML 
2 2 


NLM + NML 180° - LNM NAC + NCA 


= p = LBM. 


Vậy B = B’ và BLM = BLQ = 180° - CQB - ABL 

— ABC + BCQ — ABL = 60" + ơ + p + y = 60' + cc. 
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Vì BLC = 180° - LBC - LCB = 180" - (o + p) - (cx + y) = 120° - ot 
nên MLC = bTc - BLM = 120° - a - (60" + a) = 60° - 2a 
(nhớ rằng a < 30"). 

Chứng minh tương tự được : KLM = 3p = 75°; KML = 3y = 30°. 

Như thế : KLM = BLC - KLB - MLC 

= (120“ - oi) - (60° - 2a) - (60° - 2a) = 3a, 
tức là KLM = 3a = 60°. 

Lời bình : Sau đây là bài toán tương tự về tính góc : 

"Cho AABC với AB = BC và ÁBC - 80°. Lấy một điếm I trong tam 
giác ấy sao cho IAC = 10° và ICÁ = 30°. Tinh góc AIB 
Cách giải như sau (hình 125) : 

Phân giác của góc BAI cắt CI tại K, K nằm trên phân giác góc ABC. 
Thật vậy ẤBC = 80° (gt) 

nên bTc = BCÃ = - 8 -- ° - = 50 

2 

Suy ra KÀI = ì BÃI = 40° : 2 = 20", 

do đó KÃC = 20° + 10° = 30°. 

Mặt khác KCA = 30° (gt) nên AAKC cân. Hai tam giác cân ABC và 
AKC có đáy AC chung nên điểm K phải nằm trên phân giác BH cùa 
AABC, vì nếu không thì từ H trên AC ta kẻ được hai đường HB và HK 
cùng vuỏng góc với AC (vô lí!). Mặt khác AIK = 40° (góc ngoài của AAIC). 
Xét hai tam giác AKB và AKI có : 

AK chung, BÃk = KẦI = 20° và BKÀ = ÃKI = 120° 
nên chúng bằng nhau (g.c.g). 

Suy ra AB = AI, tức là ABAI cân. 

Vì BÃI = 20" + 20° = 40° nên ẤĨB = ẤBI = — = 70". 

V 2 

Ta còn có cách giải khác : 

Vẽ AADC đều có cạnh AC sao cho B và D ớ cùng phía đôi với đường 
thẳng AC (hình 126). Ta có : DÃC = Ấcb = CDA = 60°. 

Xét hai tam giác ADC và ABC có AC chung nên các đỉnh nằm trên 
trung trực của AC do AABD = ACBD (c.c.c). 
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Suy ra Di = Da = 30° và DB vừa là phân giác, vừa 
là đường cao. 

Theo bài ra BÃC = 50° nên BÃb = 60 u - 50° = 10°. 

Ta lại có AABD = AAIC 

(vì AD = AC, ẤDB = ACI = 30°. DÃB = IÃC = 10°), 
suy ra AB = AI. 

Trong AABI cân góc ớ đỉnh A bằng 40° nên A H 126 c 

các góc ở đáy AIB = ABI = 70°. 

13. a) Phân tích : Giả sử AABC đã dựng được (hình 127). Ta thấy ngay có 
thể dựng được tam giác vuông AHD biết cạnh huyền AD = p, và 
một cạnh góc vuông AH = h. Hai điểm B và c nằm trên HD kéo dài 
về hai phía và nằm trên hai cạnh không chung của hai góc bằng 

ỈÂ kề nhau có cạnh chung là p. 

b) Cách dựng : Dựng tam giác vuông AHD A 

trong đó AD = p, AH = h. Dùng DA là 
một cạnh và A là đinh, dựng về hai phía 

của AD hai góc bằng ^Â. Kéo dài HD về 

hai phía cắt hai cạnh không chung trên 
tại Bvà c. B H D c 




Tam giác ABC là tam giác phải dựng. 

• Lời bình : Tương tự : "Dựng AABC biết : cạnh AC = b, đường cao AH = h 
và phân giác AD = p." 

Rõ ràng tam giác vuông AHC có thể dựng Ạ 

được ngay trong đó AC = b, AH = h (hình 
128). Dùng A làm tâm, vạch một cung tròn 
bán kính p cắt HC tại D. Dùng A làm đỉnh 
và AD làm một cạnh dựng một góc kề và 
bằng góc CAD, cạnh không chung cắt CH 
kéo dài tại B. B H D c 



Tam giác ABC là tam giác phải dựng. 

14. a) Phăn tích : Giả sử AABC đã dựng được (hình 129). 


Từ đó ta có cách dựng sau. 
b) Cách dựng : Dựng APBC biết ba cạnh B 
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BC = a, BP = ậm, CP = ịn. Trên BP kéo dài đặt đoạn PM = 7 - m, 
3 3 3 

trên CP kéo dài đặt đoạn PN = 4 n. Nối BN và CM rồi kéo dài cho 
3 

chúng gập nhau tại A. 

Tam giác ABC là tam giác phải dựng. 

c) Chứng minh : Trong AABC giao điểm p của các đoạn thẳng BM. CN 

2 1 

tương ứng cách B và c là cách M và N là của mồi đường, nên 

BM và CN chính là hai trung tuyến phát xuất từ B và c. 

2 1 

Ngoài ra, BM = BP + PM = ^m + -Lm = m, 

3 3 

CN = CP + PN= |n + ịn = n, 

3 3 

còn đoạn BC = a do ta dựng. 

d) Biện luận : Muốn dựng được AABC thì phải dựng được aPBC. Mà 
muôn có APBC thì phải có : 



hay —|m - n| < a < — (m + n), tức là I m - n 1 < Ệ a < m + n. 

3' 1 3 3 

Lời bình : Tương tự : "Dựng tam giác ABC biết : trung tuyến AM * m, 
trung tuyến BN = n và đường cao AH = /ỉ." 

Trước hết ta dựng tam giác vuông AHM 
trong đó AH = h, AM = m (hình 130). 

Lấy điểm p trên AM mà PM = ỉ m. 

Dùng p làm tâm vạch một cung tròn bán 
2 

kính bằng ^ m cắt MH kéo dài tại B. Trên 
HM kéo dài đặt MC = MB. 

Tam giác ABC là tam giác phải dựng. 


A 



H.130 
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CIẢI DÁD CẮC CẲU : "DC DẠN CIẲI DCTỌC" 



H.131 


§ 2 . 


§3. 


2. Tham quan khu triển lãm (hình 132). 



1. Biêu thị số 65536 : 

65536 = 2 1 2 * 


2 . a) 


1 T 2 
3 


^ỉ; 2-l'\ 


b) (123456789)" hoặc 


1234567890 

1234567890' 


1. Bốn vòng vành khuyên (hình 133). 

2. Vẽ hình chi bằng một nét (hình 134). 



H.133 H.134 
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§4. Dùng dâu các phép tính và dấu ngoặc, ta lần lượt có : 

a) (1.2.3 + 4) : 5 = 2 b) (1 + 2)3 + 4- 5- 6 = 2 

c) 1.2.3 + 4 + Õ- 6- 7 = 2 d) (1 + 23) : 4 + 5 + 6 - 7 - 8 = 2. 

§5. 1 . Chỉ qua mỗi ô một lần (hình 135). 

2. Bông hoa cánh kép (hình 136). 



§ 6 . 1 . Biểu thị số : 1000 : 

a) 999^ậ (= 1000) b) 333.3 + ị 

999 3 

c) 5.5.5.5 + 5.5.5 + 5.5.5 + 5.*5.5 

d) 90.5.4 : 2 + 87 + 16 - 3 hoặc 90.4.3 - 8.6 - 7.5 + 2 + 1. 
2 . Biểu thị số 100 : 

a) 111 - 11 (= 100) b) 33.3 + ị 

3 

c) 5.5.5 - 5.5 hoặc (5 + 5 + 5 + 5).5. 

§7. 1. Ngôi sao sáu cáith (hình 137). 

2, Chùm nho cùng với lá (hình 138). 



H.137 H.138 

§ 8 . 1.0 9 chữ sô' này có 3 điều lạ sau : 

a) không có chữ số 0 . 
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b) số có ba chữ sô' ở dòng cuối (459) bằng tổng các số có ba chữ số ớ 
hai dòng đầu (459 = 176 + 283). 

c) mỗi chữ số chí gặp một lần. 

2. Từ hình vuông với hai đường chéo có được các chữ sỏ' sau : 

IZiyW7X7ũ 

§9. 1. Vẽ lôi đi một chiều (hình 139). 



2. Vẽ đường đi chỉ qua mỗi ô một lần (hình 140). 



H.140 

§10. 1. Dùng các dấu + và - xen vào giữa các chữ số : 

a) 123 - 45 - 67 + 89 = 100 (3 dấu) 

12 - 3 - 4 + 5 - 6 + 7 + 89 = 100 (6 dấu) 

b) 98 - 76 + 54 + 3 + 21 = 100 (4 dấu) 

9 + 8 + 76 + 5 + 4- 3 + 2-1 = 100 (7 dấu). 

2. Ngoài năm 1973 còn có các năm sau đây là số nguyên tố : 
1979; 1987; 1993; 1997 và 1999. 
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